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Vorwort. 



Länger als ursprünglich beabslcMigt war hat sich die 
Herausgabe des zweiten Bandes meiner vergleichenden Plani- 
metrie verzögert. Aber mannigfache Hindernisse, deren An- 
gabe hier überflüssig erscheint, standen im Wege. 

Bei der Veröflfentlichung des zweiten Bandes mufs ich zu- 
nächst den Herren Rezensenten des ersten Bandes meinen Dank 
aussprechen für die durchweg wohlwollende Beurteilung, die sie 
meinen Bestrebungen haben zuteil werden lassen. So erfreulich 
aber auch die einstimmige Anerkennung seitens der Kritik 
mich berührt hat, umso mehr war die Thatsache betrübend, 
dafs das Interesse der Fachgenossen sich meinem Buche nur 
in verschwindendem Mafse zugewendet zu haben scheint, so 
dafs der ideale Zweck, dem meine Arbeit gewidmet ist, eine 
Umschau des Geleisteten zu geben und „meine Fach- 
genossen Ubier neuesten Stand wie Entwickelung der 
Planimetrie nach Inhalt und Methode zu orientieren/*^) 
bisher nur in sehr bescheidenen Grenzen sich verwirklicht 
haben dürfte. 

Den Wünschen der Herren Rezensenten bin ich, soweit 
möglich, entgegengekommen; besonders habe ich an Stelle 
der früheren alphabetischen Reihenfolge der Zitate die chro- 
nologische eingeführt, wodurch die Übersicht über die Ent- 
wicklung der methodischen Fragen zu bedeutenderer Klarheit 
gelangt. Ich hojQfe dadurch den Wert dieses „Zitatenschatzes^* 
wesentlich erhöht zu haben. Das wäre der beste Lohn für 
die allerdings nicht kleine Mehrarbeit. 

Der Grundgedanke des vorliegenden Werkes hat, was 
mich besonders gefreut hat, allgemein Zustimmung und Beifall 
gefunden. Nur der Herr Rezensent im „Paed. Archiv"^) hat 



^) S. Günther in seiner Besprechung des 1. Bandes H. Z. XXI. p. 529. 
^ Paed. Arch. Band XXXIII. 1891. p. 760. — Auch diese Be- 
sprechung ist im übrigen durchaus anerkennend. 
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meine Aufgabe völlig mifs verstanden, wenn er sagt: „Zu be- 
dauern ist, dafs der Herr Verfasser nicht zunächst seine An- 
sichten im Zusammenhange dargelegt hat/' Das hätte ich bei 
der meiner Arbeit zugrunde liegenden Absicht nur dann thun 
können, wenn ich das ganze Werk auf einmal veröfifentlicht 
hätte. Es ist aber doch wohl allgemein üblich, gröfsere Werke 
in einzelnen Bänden zu publizieren. Auch den Vorwurf des 
Herrn Rezensenten mufs ich zurückweisen , der darin )iegt, 
dafs ich eine Beihe unwichtiger Lehrbücher beim Zitieren 
hätte weglassen können. Auch hier bin ich von ihm mifs- 
verstanden worden. Es sollen ja nicht nur die wichtigen 
Arbeiten dem Leser vorliegen, er soll zugleich die Möglichkeit 
haben nachzuschlagen, wie irgend einer der mathematischen 
Schriftsteller über irgend eineii wichtigen Punkt sich geäufsert 
hat: der Leser soll die Möglichkeit haben, die Auffassung 
auch derer kennen zu lernen, die selbst ohne Einflufs auf die 
Entwicklung geblieben sind. Denn auch die Kenntnis, wie 
sich Ansichten Bahn gebrochen und welche Ansichten allge- 
meinere Verbreitung gefunden haben, scheint mir lehrreich 
und interessant. 

Von der ursprünglichen Absicht, im zweiten Bande auch 
auf die grundlegenden metaphysischen Fragen einzugehen, 
sowie eine ausführliche Darstellung der Entwicklung der Meta- 
geometrie zu geben, hat Verfasser aus praktischen Gründen 
Abstand genommen. Doch finden sich im dritten Kapitel 
Hinweisungen und Literaturangaben zu , der letzteren Frage, 
da es sich bei dem Thema dieses Kapitels nicht umgehen liefs, 
hier und da das Gebiet der Metageometrie zu streifen. 

Die ausführliche Behandlung und der Reichtum der Zitate, 
besonders im zweiten und dritten Kapitel, haben ferner dazu 
geführt, diesen zweiten Band auf die vorliegenden vier Kapitel 
zu beschränken. Es müssen also die im ersten Bande am 
Schlüsse angekündigten Kapitel über geometrische Hülfsbegriflfe 
und die Methode einem weiteren Bande vorbehalten bleiben. 



II. Teil. 



Eiclitung und Abstand als Grrundlage 
der einleitenden Betrachtungen. 



Schotten, der planimetr. Unterricht. II. 
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I. Kapitel. 

Bichtung und Abstand. Lagen- und Mafsuntersuchungen. 

Im ersten Teile war schon angekündigt, dafs noch eine 
ausführliche Behandlung der Begriffe Richtung und Abstand 
folgen werde; und in der That bedürfen diese beiden Begriffe 
noch eines näheren Eingehens. Dabei würde eine gründliche 
Erörterung der Frage nach dem Wesen der Geometrie, insofern 
ob sie als Wissenschaft a priori oder als Erfahrungswissen- 
schaft aufzufassen sei, unumgänglich sein; ja gerade diese 
beiden Begriffe scheinen geeignet zu sein, an die Spitze der- 
artiger Erörterungen überhaupt gestellt zu werden. Dennoch 
hat es sich der Verfasser versagt, gerade auf diese Frage 
näher einzugehen, da das vorliegende Werk ja vorwiegend 
der Schule zu gute kommen soll und deshalb den Hauptwert 
auf die praktische Verwendbarkeit legen mufs. An anderer 
Stelle wird der Verfasser seinen Standpunkt in der berührten 
Frage ausführlich darlegen, hier soll nur so viel gesagt werden, 
dafs das Apriori der geometrischen Wissenschaft nach des Ver- 
fassers Ansicht einmal darin liegt, dafs wir es mit begrifflichen 
Abstraktionen (Idealgebilden) zu thun haben, dann aber darin, 
dafs diese Abstraktionen nach logischen Gesetzen des Denkens 
gebildet sind. Dafs Erfahrung mit in Frage kommt, wird wohl 
von keiner Seite geleugnet werden,^) aber nicht das ist das 
Entscheidende, dafs Erfahrung vorliegt, sondern darauf ist das 
Hauptgewicht zu legen, dafs diese Erfahrung auf gesetz- 



1) Das liegt auch schon in Eants Worten „Begriffe ohne Anschauung 

sind leer"; Anschauung aber ist Erfahrung. 

1* 
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mäfsigem Wege der Denkthätigkeit verarbeitet wird resp. durch 
gesetzmäfsiges Denken geregelt wird; unsere Erfahrung macht 
die Geometrie nicht zur Erfahrungswissenschaft, die Art aber, 
wie sie zu stände kommt, macht sie zu einer Wissenschaft 
a priori.^) Wie sich die reine Anschauung, frei von Zufällig- 
keiten und subjektiven Fehlern, eine Funktion des Verstandes, 
von der sinnlichen Anschauung unterscheidet, so die Geometrie 
von den Erfahrungswissenschaften im gewöhnlichen Sinne dieses 
Wortes. Nehmen wir z. B. den Begriff Dreieck, so ist es un- 
haltbar, darunter etwa ein schematisches Gebilde zu denken — 
alle unsere Vorstellungen sind bestimmte Vorstellungen — , 
sondern die Allgemeinheit des Begriffes liegt darin, dafs wir 
uns ein zwar ganz bestimmtes, aber von allen besonderen Be- 
dingungen freies Dreieck vorstellen. 



§ 1. Richtung. 

Was nun den Begriff Richtung betrifft, so kann Verfasser 
sich von vornherein auf seine Ausführungen am Anfang des 
fünften Kapitels im ersten Bande beziehen. Es war gezeigt 
worden, dafs wir bei der Betrachtung der geometrischen Ge- 
bilde als selbständiger Formen — oder wie wir jetzt lieber 
uns ausdrücken wollen: als Begriffe — vom Punkte ausgehen 
müssen. Während uns nun die Betrachtung eines einzelnen 
Punktes nichts ünterscheidbares bietet, treten bei der Setzung 
zweier Punkte sofort zwei Begriffe — Prädikate, wie Bolzano^) 
sagt — in Evidenz: Richtung und Abstand. Wir haben es 
hier, wenn wir unsere Betrachtung vorläufig auf den Begriff 



*) In dieser Wesenheit der Geometrie sehe ich daher ihre Apriorität 
d. h. ihre allgemeine Gültigkeit und ihre Notwendigkeit; daher 
auch die feste Überzeugung von ihrer Wahrheit. 

') Bolzano, Betrachtungen über einige Gegensiände der Elementar- 
geometrie. — Prag 1804. 

§ 6. „Da Ein Punkt für sich allein nichts ünterscheidbares bietet, 
. . ., so ist der einfachste Gegenstand der geometrischen Betrachtung 
eiu System zweier Punkte. Aus einem solchen Zugleichdenken 
zweier Punkte entspringen gewisse Prädikate (Begriffe) I. Entfernung, 
II. Richtung." 
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Bichtusg beschränkeD; mit einer Qualitätsbeziehung^) zu thun. 
Wir fassen hier den Begriflf Richtung in dem reinen, ursprüng- 
lichen eng eingeschränkten Sinne, der eben nur in dem Auf- 
fassen zweier von einander getrennter Punkte auftritt. Darin, 
dafs wir unsere Gedanken von einem Punkte auf einen zweiten 
richten,^) liegt eben der Begriflf Richtung — und dafs dies 
psychologisch mit einem Aufwand von Minimum an Arbeit 
geschieht, darin liegt das Wesen des Begriffes Richtung: 
zugleich aber — und das möge gleich hier ausgesprochen 
werden — sein Zusammenhang mit dem Begriffe Abstand, 
als dem kürzesten Wege von einem Punkte zum andern. Der 
Begriflf der Richtung kann nicht zur Klarheit kommen, wenn 
wir nicht zwei Punkte zu Hilfe nehmen, von ihrer Betrachtung 
ausgehen. Auch die Zitate werden das zeigen; wer auch 
immer den Versuch macht, die Richtung zu erklären, geht 
von dem Setzen zweier Punkte aus. Ausgangspunkt und Ziel- 
punkt bestimmen Richtung. Dabei ist nicht zu übersehen, 
dafs es für denselben Ausgangspunkt unendlich viele Punkte 
giebt, die als Zielpunkte identische Richtung ergeben, und 
dafs umgekehrt bei festem Zielpunkt auch unendlich viele 
Ausgangspunkte identische Richtung ergeben. Hier aber 
handelt es sich schon nicht mehr um den reinen Begriff 
Richtung, wir vergleichen hier schon Richtungen mit einander, 
wenn auch der besondere Fall einticitt, dafs diese Richtungen 
identisch sind. Der Sprachgebrauch hat sich nun auch bei 
der Anwendung des Begriffes Richtung erweitert. Wir werden 
unbedenklich sagen, sich auf einem Kreise in einer bestimmten 



^) Nichts Quantitatives mischt sich ein: es kann durchaus nicht 
gesagt werden, wie grofs etwa ist die Richtung oder ist diese Bichtang 
gröfser oder jene — ganz abgesehen davon, dafs hier schon der Begriff 
nicht mehr rein für sich auftritt. Nicht eine bestimmte Bichtang ist 
es, die den Begriff ausmacht, sondern Bichtung. Insofern als Bichtung 
als Anfeinanderbeziehen zweier Punkte aufgefafst werden mnfs, ist der 
Begriff eine Belation. 

') An Stelle des psychischen Vorganges können wir auch direkt 
das ins Auge Fassen eines Punktes verwenden, das Bichten unseres 
Blickes auf einen Gegenstand; in diesem Falle ist unser Auge der eine, 
der angesehene Gegenstand der andere Punkt. (Genau genommen ist 
der Gegenstand der Auegangspunkt, unser Auge der Zielpunkt.) 



Richtung bewegen: niemand wird zweifelhaft sein, was 
darunter zu verstehen ist, selbst wenn man sagte, sieh auf 
einem Kreise von einem Punkte zu einem andern in be- 
stimmter Richtung bewegen, es ist aber festzuhalten, dafs wir 
es hier nicht mehr mit dem reinen Begriff Richtung zu thun 
haben, wie er sich psychologisch bei dem Setzen zweier 
Punkte ergiebt.^) 

Es wird aber nicht überflüssig sein, darauf hinzuweisen, 
dafs die oben angestellten Erörterungen ganz allgemein gültig 



^) Ich darf nicht unerwähnt lassen, dafs meiner Anffassuog des 
Begriffes Richtung Widerspruch erwachsen ist. So heifst es in der Re- 
zension des ersten Bandes, die Em est Lindenthal in der Zeitschrift 
für das Bealschulwesen XYI. Jahrgang, Heft 11, veröffentlicht hat: „Im 
Gegenteile kommt man zum Begriffe der Geraden erst durch die Er- 
arbeitung der Zwillingshegriffe „gerade" und „krumm" ." Sowie wir 
nicht verstünden, was „hell" ist, wenn alle Gegenstände gleich hell* be- 
leuchtet wären, ebenso wenig könnten wir den Begriff „Gerade" ge- 
winnen, wenn es blofs gerade Linien gäbe. Daneben bleibt freilich 
wahr, dafs der Begriff „Gerade" so einfach ist, dafs er durch andere 
Begriffe nicht erläutert werden kann. Die zwei ersten Begriffe (Rich- 
tung und Abstand) bezeichnet der Verfasser als unmittelbare Grund- 
begriffe a priori und sagt: „Setzen wir im Gedanken zwei Punkte, so 
ist damit sofort auch Richtung und Abstand gesetzt." Das ist nicht 
richtig; denn mit Hilfe zweier Punkte allein kommen wir niemals zum 
Begriffe Richtung, wohl aber mit Hilfe dreier Geraden, von welchen 
die erste und zweite dieselbe Richtung, die erste und dritte aber 
verschiedene Richtungen haben. Der Begriff „Gerade" geht also dem 
Begriffe „Richtung" voraus, nicht aber umgekehrt. Gäbe es in dieser 
Welt blofs Gerade einer und derselben Richtung oder, wie der Verfasser 
sagen würde, von ähnlicher Richtung, so wüfsten wir nicht, was über- 
haupt Richtung ist." 

Meine Ausführungen haben gezeigt, dafs ich mich dieser Ansicht 
nicht anzuschliefsen vermag. Man vergl. übrigens das Zitat aus Max 
Simons Programm arbeit. Geradezu entgegentreten aber mufs ich dem 
folgenden Satze der erwähnten Besprechung: „Richtung überhaupt" und 
„bestimmte Richtung" sind als Begriffe ebenso nur einmal vorhanden 
wie etwa der Begriff „die Eins". 

Das ist ganz entschieden nicht richtig. „Richtung überhaupt" ist 
allerdings nur einmal vorhanden, es handelt sich hier eben um den 
Begriff Richtung; „bestimmte Richtung" aber ist eine konkrete An- 
wendung und deshalb unzählig, so dafs es auch besser heilsen müfste 
„bestimmte Richtungen". 



' .y%. * f ^ 
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siüdy nämlicli im Baume, nicht eingeschränkt durch den Be- 
griff irgend einer Fläche oder Linie; käme diese letztere Be- 
dingung hinzu, so sind Ebene und Gerade diejenige Fläche 
resp. Linie, in denen der Begriff Richtung sich mit dem all- 
gemein gültigen deckt ^) — in jeder anderen Fläche (Linie) 
aber hat er eine besondere Bedeutung. So segelt ein Schiff 
auf unserer Erde in einer bestimmten Richtung, aber hier hat 
das Wort eine ganz andere Bedeutung als bei der reinen 
Auffassung der unmittelbaren Relation zweier Punkte. 

Auf die Seite 307 im ersten Bande angeführten Mifs- 
brauche des Wortes Richtung nochmals einzugehen, halte ich 
für überflüssig; wohl niemand, der sich auch nur einmal die 
Mühe genommen hat, sich den Begriff Richtung klar zu machen, 
wird in die dort erwähnten Fehler verfallen, ja ich glaube 
bestimmt, dafs auch im gewohnlichen Leben dieser Fehler 
nur vereinzelt vorkommt, nämlich die Verwechslung von Ziel 
und Richtung.^) 

Was sich sonst noch über den Begriff Richtung sagen 
läfst, wird sich ungezwungen bei der Besprechung der ein- 
schlägigen Arbeiten und der Kritik der Zitate ergeben. Zuerst 
mufs ich auf einen Aufsatz eingehen, auf den ich auch schon 
im ersten Bande p. 307 hingewiesen habe; er rührt von 
J. C. V. Hoff mann her und ist in seiner Zeitschrift Bd. 3 ver- 
öffentlicht. Der Aufsatz ist überschrieben „Studien über geo- 
metrische Grundbegriffe*' und enthält unter I „den Begriff der 
Richtung und Verwandtes'^ 

Hoffmann leitet den Artikel mit den Worten ein: „Wie 
in den meisten Lehrbuchern der Geometrie die Untersuchungen 
über unsere Raumvorstellungen und die Entwicklung der geo- 
metrischen Grundbegriffe (gleichsam der metaphysische Teil) 
die schwächste Seite ist, so wird ganz besonders unter diesen 
Grundbegriffen der Begriff der Richtung vernachlässigt. 
Kaum erörtert oder umschrieben, geschweige denn definiert, 



^) Es liefse sieb hierauf vielleicht eine Definition von Ebene und 
Gerade gründen. 

*) Herr Direktor Thaer ist anderer Ansicht, er schreibt mir: 
„Ziel" und „Richtung", die Verwechslung mag in Schülerköpfen häufiger 
sein als man denkt. 
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wird er meist stillschweigend vorausgesetzt als unmittelbar 
klar (nicht erklärbar) oder nicht erkläruugsbedürftig. Das 
Einzige^ was die Erörterungen dieses Begriffes gemeinsam 
haben, ist seine ünzertrennbarkeit von dem Begriffe der 
Geraden." 

Hoffmann giebt dann eine Zusammenstellung^) von Er- 
örterungen „ohne jeden kritischen Kommentar*^. Interessant 
ist, dafs weder Euklid noch Legendre, weder Herbart noch 
Klügel (Wörterbuch) für nötig halten, den Begriff zu erklären. 
An diese Auslese schliefst sich dann die Darstellung von 
Hoffmanns eigener Ansicht, in der er zu zeigen versucht, dafs 
der Richtungsbegriff ganz klar ist und dafs er doch sich 
einer Definition nicht entzieht. 

„Richtung setzt voraus ein Ziel und einen Aus- 
gangspunkt." 

Hoffmann kommt so auf Bewegung, Bewegbares und 
Kraft als Ursache der Bewegung. Während, durchaus richtig, 
von der Kraft abstrahiert wird, geht H. auf die andern 
Punkte näher ein. Dabei kommt er zu dem richtigen Resul- 
tat, dafs jeder Raumteil ewig an einer Stelle bleibt und dafs 
einzig und allein die Materie bewegbar ist. Der Raum er- 
möglicht nur die Bewegung. Denkt man sich nun ein 
Stoffteilchen bewegt, so mufs noch bevor es seine Ruhelage 
verläfst, um an sein Ziel zu gelangen, schon eine Auswahl 
unter den unzählig vielen Zielpunkten getroffen sein. Diese 
Auswahl fufst bei wirklicher Bewegung auf der bewegenden 
Kraft, bei der idealen Bewegung auf dem Willen des be- 
trachtenden Subjekts. 

In der Auswahl des Zieles liegt der Keim dessen, was 



^) Die zitierten Autoren sind ßaltzer, B. Becker, J. C. Becker, 
Fresenius, Fries, Helmes, Kambly, Kober, E. Müller, J. Müller, T. Müller, 
Ohm, Recknagel, Beidt, Biecke, Schlömilcb, Snell, J. Steiner, Thibaut, 
Trendelenburg, Mauritius. Aus der Arbeit von Mauritius (Osterpro- 
gramm, Coburg 1870) wird sehr ausführlich zitiert. Als wichtigsten Satz 
möchte ich hier folgenden wiedergeben: „Die Richtung ist weder eine 
Qualität noch eine Quantität, sondern ein Begriff, welcher zur Drehung 
in demselben Verhältnis steht, wie der Punkt zur Linie. Auch irrt man, 
wenn man der Geraden als solcher eine Richtung zuschreibt." 
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wir Richtung nenueii; daher Richtung vor Linie. Dies 
scheint uns mit unserer Ansicht völlig übereinzustimmen^ 
wenn auch der Wortlaut ein anderer ist. Was nämlich ist 
die Auswahl des Zieles denn anderes^ als das Setzen eines 
zweiten Punktes? Also auch HoiFmann kommt zu dem Re- 
sultat; dafs mit dem Setzen zweier Punkte Richtung gegeben 
ist, wenn er auch sagt, dafs nur der Keim dessen, was wir 
Richtung nennen, in der Auswahl des Zieles d. h. dem Setzen 
des zweiten Punktes liege. 

Als zweites Moment kommt hinzu die Fixierung des 
Zieles während der Bewegung (dauernder Hinblick aufs Ziel 
oder das im Auge Behalten desselben). Nur der werdenden 
Linie kommt Richtung zu, doch schreiben wir sie auch der 
gewordenen zu. Das sei psychologisch zu erklären. 

Der Gedanke, dafs eigentlich nur der werdenden Linie 
Richtung zukomme,^) — und dann selbstverständlich auch nur 
eine — hat auf den ersten Anblick etwas sehr Bestechendes, 
kann aber doch nur bei der ganz äufserlichen Auffassung 
direkter Bewegung von Materie bestehen. Gerade der Hin- 
weis auf die Psychologie mufste dazu führen, diese Ansicht 
zu modifizieren. Bei genauer Erörterung ergiebt sich doch, 
dafs wir nicht, einen sich bewegenden Punkt annehmen dürfen, 
sondern eine Reihe von verschiedenen Punkten, eine Punkt- 
reihe, deren Träger dann, wenn wir sie in ihrer Gesamtheit 
zusammenfassen, eine Linie ist. Schon bei der Zusammen- 
fassung eines Minimums von verschiedenen Punkten aber, d. h. 
bei zwei Punkten, resultiert der Begriff Richtung, ja in diesem 
Falle haben wir ihn in seiner ganzen Reinheit. Der folgende 
Satz bestätigt, nach unserer Ansicht, die eben gegebenen Aus- 
führungen. 

Jede Linie hat doppelte Richtung. Die Wahl derselben 
ist rein willkürlich, subjektiv. Daher erfordert auch die Rich- 
tung notwendig ein Subjekt, Lage und Länge dagegen hat 
die Linie auch ohne Subjekt. 

„Das Ziel soll aber nicht blofs ausgewählt und während 



^) „Richtung ist nur vorhanden bei Bewegung." Bolze in H. Z. U 
p. 334. — Vergl. ferner H. Z. III p. 120. 
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der Bewegung fixiert, sondern es soll auch erreicht wer- 
den/^ Es liegt also in der Bewegung auch das Streben 
nach dem Ziele und das erklärt auch, ^^dafs die Richtung 
in der Geraden, d. h. in dem kürzesten Wege zur Er- 
scheinung kommt." Denn jede Kraftwirkung unterliegt dem 
Beharrungsgesetze; dieses aber erlaubt dem Bewegten nicht, 
ein neues Ziel zu wählen, wodurch die Fixierung des ersten 
Zieles gestört und eine Verzögerung in der Bewegung be- 
wirkt werden würde. Das Wesen der geraden Linie 
wurzelt in dem Beharrungsgesetz."^) 

Als das wichtigste der drei Momente bezeichnet H. die 
Fixierung des Zieles. Er fährt dann fort: 

„Aus dem Vorstehenden folgt zunächst, dafs Richtung 
kein Gröfsenbegriff ist. Denn die Wahl und Fixierung 
eines Räumlichen ist weder der Vermehrung noch der Ver- 
minderung fähig. (Richtungen lassen sich weder addieren, 
noch substrahieren etc.) Man kann deshalb auch nicht sagen: 
„Diese Richtung ist gröfser (kleiner) als jene"."^) 

Erst durch Einmischung des Zeitbegriffes käme man auf 
die Geschwindigkeit und so dazu, die Richtung als intensive 
Gröfse anzusehen, die sie doch nicht sei; denn man könne 
nicht von einer stärkeren oder schwächeren Richtung sprechen. 
„Sie ist vielmehr eine rein räumliche Qualität oder eine 
Modalität der Bewegung und als solche gegen Gröfse völlig 
indifferent." H. bejaht dann unbedingt die Frage, ob Rich- 
tung der Veränderung föhig sei oder nicht, ^) wobei er die 



^) Dem gegenüber möchten wir noch einmal auf das von uns oben 
ausgesprochene psychologische Gesetz von dem Minimum psychischer 
Arbeit bei der Erfassung zweier Punkte hinweisen, das uns eine natür- 
lichere Erklärung zu bieten scheint, als das Beharrungsgesetz. Die 
Natur arbeitet immer mit einem Minimum von Kraft, dies Gesetz gilt 
allgemein. 

^) Man vergl. unsere Ausführungen am Anfang dieses Kapitels. 

^) Ich kann meine Eichtung ändern (man sagt auch wohl die 
Richtung ändern), aber man meint damit eine neue andere Richtung 
resp. ein anderes Ziel wählen. Eine Richtung an sich läfst sich nicht 
ändern. Indem das Subjekt einen Punkt in einer bestimmten Richtung 
bewegt denkt, kann es dieser Bewegung Einhalt thun und dann ihn in 
einer andern Richtung bewegt denken, wofür man kurz aber falsch 
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Frage erörtert^ wodurch die Eichtungen nicht geändert werden 
können. Er kommt dabei auf die Äquivalenz verschiedener 
Ziele zu sprechen, auf das Vor- und Hintereinanderliegen von 
Punkten, das Decken oder Verdecken. (Gemeint ist hier jeden- 
falls, dafs die Gerade in gewisser Lage unserem Auge als 
Punkt erscheint.) 

Nach diesen Erörterungen heilst es: „Wodurch wird nun 
aber die Richtung geändert? Durch nichts anderes als durch 
Wahl imd Fixierung eines neuen Zieles." 

und weiter führt Hoffmann nun aus, dafs ein bewegter 
Pupkt nur eine Eichtung haben kann, verschiedene Eichtungen 
dagegen nur nach einander annehmen kann. 

Hiermit aber widerspricht sich der Verfasser selbst, denn 
hierin liegt ja doch, dafs nicht die Eichtung geändert wird, 
sondern dafs wir mit der Veränderung des Zieles eine neue 
Eichtung einschlagen. Eichtung selbst ist einer Veränderung 
durchaus unzugänglich; so wenig wie sie einer Vergröfserung 
oder Verkleinerung fähig ist, so wenig ist sie überhaupt ver- 
änderlich. 

Auf die weiteren Ausführungen Hoffmanns werden wir 
im dritten Kapitel noch näher eingehen. 

Von weiteren hierher gehörigen Artikeln der Hoffmann- 
schen Zeitschrift verdienen noch folgende erwähnt zu werden. 

Bd. L p. 235 sagt Kober (Ober die Definitionen der 
geometr. Grundbegriffe): 

,J)er Begriff „gerade" kann und braucht nicht erklärt zu 
werden: er fällt zusammen mit dem Begriffe „Eichtung^'." 

„Soll eine bestimmte gerade Linie fixiert werden, so ist 
aufser der Eichtung noch ein Punkt nötig: Eine gerade Linie 
ist bestimmt durch einen Punkt und die Eichtung. — Die 
Eichtung kann durch einen (zweiten) Punkt (als Ziel der 
Eichtung) ersetzt werden." 

Aus dem zweiten Aufsatze geht hervor, dafs Gerade und 

sagt, man habe die Bichtung geändert. Man yergl. meine Ausführungen 
Bd. I p. 308 und den Artikel Bewegung im fünften Kapitel. Linden- 
thal äufsert sich in seiner schon erwähnten Rezension hierüber folgender- 
mafsen: „Auf den ersten Anblick unrichtig, in der That aber sehr 
treffend ist, was der Verf. anff^Seite 308 sagt." 
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Richtung nicht zusammenfallen und zum Schlufs kommt Kober 
zu dem nämlichen Resultat wie wir, dafs die Richtung eben 
in dem Setzen eines zweiten Punktes besteht. 

Der zu Kobers Aufsatz in Beziehung stehende Gialas in 
Bd. II der H. Z. ist schon in Bd. I p. 301 erwähnt. 

Auch Beckers Aufsatz in H. Z. Bd. II p. 89—97 be- 
schäftigt sich mit dem Begriff Richtung: „Einer Linie als 
Raumgebilde kommt eine Stellung^ nicht aber eine Rich- 
tung zu. Diese ist ein Merkmal der Bewegung oder anderer 
Thätigkeiten. Das Auge sieht einen Gegenstand in einer 
bestimmten Richtung, und ein bewegter Punkt, der von einer 
bestimmten Stelle aus immer in derselben Richtung gesehen 
wird, bewegt sich mit unveränderter Richtung. Die Bahn 
aber, welche dabei jeder einzelne seiner Punkte durchläuft,^) 
hat eine bestimmte Stellung und nicht eine Richtung/^ 

Kober nimmt noch einmal das Wort in dieser Sache in 
Bd. III p. 535, weist besonders Verwechslung von Ziel und 
Richtung^) zurück, erklärt sich gegen die Auffassung, als ob 
nur der werdenden Linie eine Richtung zukomme, nicht 
aber der gewordenen^) und bekämpft schlief slich Beckers eben 
zitierte Worte. 

Im 21. Bd. der H. Z. spricht sich der Herausgeber noch 
einmal über den Begriff Richtung aus, indem er wesentlich 
seine früheren Erörterungen rekapituliert. Die betreffende 
Stelle — Seite 252 — lautet: „Der Begriff Richtung er- 
fordert einen psychischen Bewegungsprozefs in unserer 
Vorstellung. Er ist gebunden an die Gerade mit einem Ur- 
sprung und einem Ziel. Richtung. ist nicht zu denken ohne 
die Vorstellung einer Bewegung in einer Geraden vom Ur- 
sprung nach dem Ziel 5 aber selbst wenn die wirkliche oder 
die psychische Bewegung nicht zu Stande kommt, so ist 
wenigstens das Streben, das Ziel zu erreichen, vorhanden. 
Man kann daher auch kurz und bündig definieren: Richtung 
ist Streben nach dem Ziel." 



^) Nicht recht klar. 

«) Bolze, H. Z. Bd. II p. 334. 

^) Man vergl. meine obigen AusführuDgen zu Hoö'manns Anfsatz. 
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Am Schlufs des Artikels wird des Aufsatzes gedacht: Die 
Richtung eiuer geraden Linie als mathematische Gröfse be- 
trachtet. Ein Beitrag zur Elementargeometrie von Dr. Adrian 
zu Stavenhagen, der im Zentralorgan f. d. J. d. Realschul- 
wesens, Bd. 18, Seite 228, abgedruckt ist. 

Es heifst darin: „Gewöhnlich wird das Wort Richtung in 
der Planimetrie ohne Definition gebraucht. Von unserem Ge- 
sichtspunkte aus aber brauchen wir eine ganz genaue Defini- 
tion. Zu diesem Zwecke setzen wir die Richtung einer 
Geraden als Fundamentalrichtung fest." Die wunderlichste Er- 
klärung, die man sich ausdenken kann, die vor allem an dem 
logischen Grundfehler leidet, dafs der zu erklärende Begriff in 
der Erklärung selbst wieder verwendet wird. 

Eine eigenartige Erklärung findet sich in dem Aufsatz: 
Die Wichtigkeit einer richtigen Auffassung von Thibauts Be- 
weis der Summe der Dreieckswinkel für die gesamte Ele- 
mentar-Geometrie und besonders für die Theorie der Parallelen 
von Dr. th. F. H. Ger mar (Grunerts Archiv, Bd. 15, p. 361). 
Es heifst dort: „Das Wort Richtung ist nämlich von der Be- 
wegung des Auges hergenommen und bezeichnet diejenige 
Stellung desselben, in welcher es den kleinsten Gegenstand 
am deutlichsten sieht. Kann nun eine Linie entweder durch 
ihre eigene oder des Auges Bewegung in eine solche Stelle 
kommen, dafs in der Richtung desselben alle Elemente der 
Linie in einen Punkt zusammenzufallen scheinen oder sich 
decken, so hat sie in allen ihren Elementen die nämliche 
Richtung wie die Richtung des Auges, also einerlei Richtung. 
Dies erhellet auch schon aus der Art, wie die gerade Linie 
praktisch geprüft wird." 

Wenn auch diese Ausführungen manches Unklare ent- 
halten — ich meine da vor allen Dingen die Worte: die 
Stellung des Auges, in welcher es den kleinsten Gegenstand 
am deutlichsten sieht — , so läfst sich doch dem darin liegen- 
den Grundgedanken eine gewisse Berechtigung nicht ab- 
sprechen; besonders ist die Erklärung von einerlei Richtung 
(nach dem Grundsatze, sind zwei Dinge mit einem dritten 
äquivalent, so sind sie es auch untereinander) recht be- 
achtenswert. Für unsere Betrachtungen ist das Wesentliche 
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die Zurückführang des Begriffes Richtung auf den physischeu 
Vorgang der Angenstellung. 

Im 49. Bande von Grunerts Archiv p. 178 findet sich 
ferner ein hierher gehöriger Aufsatz von L. v. Pfeil, Zur 
Theorie der geraden Linie^ dem wir folgendes entnehmen: 

,,Gerade bezeichnet, nach dem völlig korrekten Sprach- 
gebrauche, die Unveränderlichkeit einer Eichtung; gerade ist 
also an sich selbst schon ein zusammengesetzter Begriff; ent> 
haltend Richtung und deren Unveränderlichkeit." 

„Der Begriff Richtung und der Begriff Linie sind ganz 
gewils verschiedene. In der Linie liegt der Begriff der Länge, 
in der Richtung nicht." 

„Es ist nicht notwendig, die Richtung durch eine ge- 
rade Linie auszudrücken; bekanntlich bedient man sich dazu 
auch des Kreisbogens." 

„Gröfse und Richtung sind einfache Begriffe." 

Hierzu bemerkt der Verfasser in einer Anmerkung: 
„Wollte man Richtung erklären, etwa durch die gerade 
Linie, so erklärte man das Einfache durch das Zusammen- 
gesetzte. Jedermann weifs, auch ohne die unmögliche 
Erklärung, dafs eine Bewegung, etwa das Ziehen eines 
Kreises, in irgend einer Richtung erfolgt, ohne doch dabei 
an die gerade Linie zu denken." 

Wir selbst haben folgendes diesen Ausführungen hinzu- 
zufügen. 

Wir stimmen mit dem Verfasser darin überein, dafs wir 
den Begriff der Geraden in doppelter Beziehung auffassen, 
qualitativ und quantitativ; Richtung und Ä^bstand (Länge) 
vereinigen sich in der Geraden. Der Begriff der Richtung, 
den V. Pfeil als einen einfachen bezeichnet, ist nach unserer 
Ansicht ein Begriff a priori, das a priori in dem Sinne ge- 
nommen, in dem wir es am Anfange dieses Kapitels geschildert 
haben. Richtung ist vor der Geraden da, sofort mit dem Setzen 
zweier Punkte. Dagegen möchten wir statt Unveränderlich- 
keit sagen: Beibehaltung derselben Richtung, da nach unseren 
obigen Ausführungen „Richtung überhaupt" unveränderlich ist. 
Was ferner den erweiterten Gebrauch des Wortes Richtung 
betrifft (z. B. beim Ziehen eines Kreises resp. der Bewegung 
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auf einer krummen Linie), 80 haben wir es dabei eben nicht 
mehr mit dem reinen Begriff zu thun: wir dürfen also diesen 
Sprachgebrauch bei der Erörterung des Begriffes selbst nicht 
in Betracht ziehen. Dafs übrigens die Begriffe Gerade und 
Richtung nicht identifiziert werden dürfen, dafür möchten wir 
noch folgendes ausfuhren. Von der Geraden kann man ein 
Stück — eine Strecke — nehmen, von der Richtung nicht; ^) Rich- 
tung ist immer etwas Unteilbares, Ganzes. Eine Strecke können 
wir verlängern, etwas Ahnliches giebt es von der Richtung nicht. 
Wir sprechen ferner von entgegengesetzten Richtungen; kann 
man aber etwa von entgegengesetzten Geraden sprechen? 



Kant, Von dem ersten Grunde des Unterschiedes der 
Gegenden im Räume. — 1768. 

„Denn die Lagen der Teile des Raumes in Beziehung auf- 
einander setzen die Gegend voraus, nach welcher sie in solchem 
Verhältnis geordnet sind, und im abgezogensten Verstände be- 
steht die Gegend nicht in der Beziehung eines Dinges im 
Räume auf das andere, welches eigentlich der Begriff der 
Lage ist, sondern in dem Verhältnis des Systems dieser Lagen 
zu dem absoluten Welträume."^) 



^) Es ist undenkbar, Kichtung quantitativ aufzufassen. 

*) Eant geht in dieser Abhandlung von dem Begriff der Gegend 
aus, von dem er leider eine uns nicht befriedigende Erklärung giebt. 
Nach unserer Ansicht kann der Begriff der Gegend erst mit Hilfe des 
Begriffes Richtung erklärt werden: Gegend ist bestimmte Richtung. 
(Was ferner den allgemeinen Gebrauch dieses Wortes angeht, so ist er 
ein schwankender zum Teil irdisch, zum Teil auf den allgemeinen Welten- 
raum bezogen. Insofern wir das Wort Gegend auf der Erde gebrauchen, 
ist es eingeschränkt durch die Beschaffenheit der Erdoberfläche.) Nach 
den weiteren Worten fafst Eant unter „Lage" das zusammen, was wir 
als Richtung und Abstand gesondert betrachten, indem er die Lage als 
die Beziehung eines Dinges im Räume auf das andere bezeichnet. Es 
ist also offenbar, dafs der Begriff Richtung, wie wir ihn darstellen, dem 
der Lage vorausgeht — jedenfalls ein einfacher Begriff gegenüber dem 
zusammengesetzten der Lage ist. Wenn nun Kant die Gegend wiederum 
als das Verhältnis des Systems der Lagen gegen den allgemeinen Welten- 
raum bezeichnet, so kommt er damit zu einem noch zusammengesetzteren 
Begriffe, der sich von dem reinen, einfachen Begriffe der Richtung 
wesentlich unterscheidet. 
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Bolzano, BetrachtuDgeu über einige Gegenstände der 
Elementargeometrie. — Prag 1804. 

§ 6. „Da ein Punkt für sich allein betrachtet nichts 
Unterscheidbares bietet . . ., so ist der einfachste Gegenstand 
der geometrischen Betrachtung ein System zweier Punkte. 
Aus einem solchen Zugleichdenken zweier Punkte ent- 
springen gewisse Prädikate (BegriflFe) I. Entfernung; 

IL Richtung/*0 

Schweins, System der Geometrie. — Göttingen 1808. 

p. 4: „Das Erste, was bei Linien in Betrachtung kommt, 
ist ihre Richtung. Denken wir die Linie nur nach einer 
einzigen bestimmten Richtung hin, so haben wir die gerade 
. . . Linie." 

p. 5: „Das, was bei einer Linie in Untersuchung ge- 
zogen werden kann, ist ihre Richtung und Gröfse. Ein Punkt 

^) Wir haben auf diese Stelle schon am Anfang dieses Kapitels 
hingewiesen. Bolzano geht auf die Natur der beiden Prädikate (Be- 
griffe) nicht näher ein, aber aus den Worten: „Aus einem solchen Zu- 
gleichdenken zweier Punkte entspringen*', sowie daraus, dafd er auf 
die beiden Prädikate nicht weiter eingeht, kann man wohl mit Recht 
schliefsen, dafs auch Bolzano die in Frage stehenden Begriffe als ur- 
sprüngliche auffafst, hinter die ein weiteres Zurückgehen nicht möglich 
ist. Ich glaube auch kaum, dafä im Ernst jemand dieser Ansicht nicht 
zustimmt: es wird sich nur empfehlen, das Wort „apriori" zu ver- 
meiden, da es bei vielen, wie es scheint, in argem Mifskredit steht. 
Wie in der Chemie für unser menschliches Erkennen gewisse Grund- 
stoffe (einfache Stoffe, Elemente) existieren — von denen jederzeit er- 
wartet werden kann, dafs sie noch weiterer Zerlegung fähig sind — , so 
müssen wir auch bei dem hier behandelten Gegenstande gewisse Begriffe 
als einfache, ursprüngliche anerkennen, deren Analyse dem menschlichen 
Geiste zur Zeit nicht möglich ist (ob in der Zukunft, diese Frage ge- 
hört nicht hierher). Ob wir nun diese ursprünglichen, einfachen Vor- 
stellungen als apriorische bezeichnen oder anders, das ist meiner 
Meinung nach doch nur von untergeordnetem Werte, aber für die all- 
gemeine Diskussion ist es doch bequem, eine derartige Bezeichnung zu 
haben. Wenn ein Rezensent (des I. Bandes) Vorstellungen a priori Wunder 
nennt, so läfst sich dem eben doch nur entgegenhalten, dafs es für 
unser Erkennen Grenzen giebt, jenseits deren für uns das Wunder oder 
das Apriori liegt. Fafst man das Apriori in der oben von uns dar- 
gestellten Weise auf, so, meine ich, müfste es doch als berechtigt an- 
erkannt werden. 
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ist nicht hinreichend, um ihre Richtung zu bestimmen, denn 
durch ihn können unendlich viele Linien gehen, wovon jede 
eine andere Richtung hat. Ein zweiter Punkt in dieser Linie 
unterscheidet aber diese Linie von jeder anderen.^) Zwei 
Punkte bestimmen also die Richtung einer Linie" 



Develey, E., Anfangsgründe der Geometrie in einer 
natürlichen Ordnung und nach einem durchaus neuen Plane. — 
Deutsch von Deyhle. — Stuttgart 1818. 

Nach einer längeren Ausführung über die Gerade heifst 
es p. 9: 

„Dieses angenommen, so wollen wir in dem Räume einen 
Punkt und eine unbestimmte gerade Linie, die durch diesen 
Punkt geht, betrachten; diese gerade Linie wird um diesen 
Punkt, den man als fest annimmt, nach allen erdenklichen 
Seiten sich drehen können; in ihrer Bewegung wird sie also 
einen anderen festen Punkt antreffen können, der in einer 
gröfseren oder kleineren Entfernung vom ersten willkürlich 
angenommen wird; dann wird diese unbestimmte gerade Linie, 
wenn man sie durch diese zwei unbeweglichen Punkte gehen 
und hierauf anhalten läfst, ihre Lage im Räume nicht mehr 
ändern können."*) 

„Betrachtet man aber die verschiedenen Lagen dieser ge- 
raden Linie, indem sie sich um den ersten Punkt drehte, als 
wenn sie eben so viele verschiedene gerade Linien bildete,^) 
so wird man einsehen, dafs alle diese Linien im Augenblicke, 
wo sie den zweiten Punkt treffen, zusammenfallen und nur 
eine und eben dieselbe gerade Linie bilden; denn diese ver- 
schiedenen Geraden sind nur eine einzige Gerade in ver- 
schiedenen Lagen, und unter allen diesen Lagen hat eine 
einzige durch den zweiten Punkt eine bestimmte Richtung." 



Thibaut, Grundrifs der reinen Mathematik. — Göt- 
tingen 1822. 

^) Das gut doch nur von den geraden Linien. Ebenso gilt der 
folgende Satz nur von der Geraden. 

^) Ganz dieselben Resultate, als wenn wir von zwei Funkten ausgehen. 
^) Was der eigentlich richtige Gedanke ist. 

Schotten, der planimetr. Unterricht. II. 2 
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p. 175: „Das Wort Richtung bezeichnet den als not- 
wendig erscheinenden Gang, welchen die Konstruktion einer 
geraden Linie in ihrem ganzen Verlaufe zu nehmen hat, so- 
bald sie von einem bestimmten Anfangspunkte zu einem ge- 
gebenen Endpunkte fortschreiten soll.^) Die Richtung einer 
geraden Linie ist durchaus immer dieselbe^ die gerade Linie 
selbst ihr unmittelbarer Ausdruck." 



Fries, Die mathematische Naturphilosophie. — Heidel- 
berg 1822. 

p. 366: „Die Verhältnisse der Figuren werden nach Ort, 
Richtung, Lage und Bewegung des neben einander Be- 
findlichen vorgestellt/'^) 

p. 367: „Die Grundbegriffe sind hier eigentlich die von 
Ort und Richtung/^ „Richtung bezeichnet das oben (s. erstes 
Zitat) angegebene räumliche Verhältnis."^) 



Ulrich, Lehrbuch der reinen Mathematik. — Göt- 
tingen 1836. 

p. 409: „Die Vorstellung des Weges, den man einzuschlagen 
hat, um auf einer geraden Linie von einem Punkte desselben 
nach einem andern zu gelangen, führt zu dem Begriff der 
Richtung. Ohne eine entweder vorhandene oder gedachte 
gerade Linie ist keine Richtung möglich. Eine bestimmte 

^) Also aach Thibaut geht von den beiden Punkten aus; zugleich 
scheint er als das ursprüngliche anzunehmen, dafs die Richtung der 
Geraden nur bei ihrer Entstehung zukomme, was allerdings durch den 
Schlufs, dafs die gerade Linie der unmittelbare Ausdruck der Richtung 
sei, in erwünschter Weise modifiziert wird. Darauf, dafs wir in der Ge- 
raden auch die entgegengesetzte Richtung haben, wird gar keine Rück- 
sicht genommen; hier, wie bei vielen anderen Autoren, hätte an Stelle 
der Geraden der Begriff des Strahls gesetzt werden müssen. Man ver- 
gleiche übrigens Hoffmanns Artikel und unsere Bemerkungen dazu. 

^) Die Ausführungen erscheinen nicht besonders klar. So ist be- 
sonders der unterschied von Ort und Lage hier nicht ersichtlich. Was 
aber die Bewegung bei dieser Erklärung soll, ist ganz unerfindlich. 

^) Durch diese Sätze wird der Sinn des ersten fast noch mehr 
verdunkelt. 
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Richtung setzt also ebenso, wie eine gerade Linie/ zwei Punkte 
als gegeben voraus^ die sie in sich aufzunehmen hat^ und 
kann über dieselben hinaus gleichfalls nur verlängert werden."^) 



Arn et h, System d. Geometrie. — Stuttgart 1840. 

p. 3: ,,Die unmittelbare Beziehung eines Punktes zu 
einem andern wird Richtung genannt."^) 

p. 9: „Die Gröfse einer Geraden ist bestimmt durch die 
beiden Endpunkte derselben; die Gerade selbst heilst die Ent- 
fernung dieser beiden Punkte." 

,,Ist AB eine, gegebene Gerade^ so sagt man von einem 
Punkte C derselben, welcher diesseits B liegt, er sei näher, 
und von einem andern Punkte Z), welcher jenseits B sich 
befindet, er sei ferner von A als JB." 

„Die Lage einer Geraden, ihre Richtung»), wird bestimmt 
durch zwei Punkte, durch welche die Gerade gehen soll. Ist 
nur ein Punkt gegeben, so kann man durch denselben, nach 
den verschiedensten Richtungen hin, unendlich viele Gerade 



^) Ulrich tritt dadarch zu nnserer Ansicht in scharfen Gegensatz, 
dafs er die Gerade vor der Richtung annimmt, was wir an vielen 
Stellen als unrichtig zu beweisen uns bemüht haben. Doch ist es viel- 
leicht nicht überflüssig, auch hier noch einmal zu betonen, dafs beim 
Setzen zweier Punkte Richtung (und Abstand) ohne weiteres existieren, 
dafs die Gerade aber erst vom betrachtenden Subjekt konstruiert (oder 
gedacht) werden muijB. Dafs diese Gerade durch die beiden Punkte 
völlig bestimmt ist, scheint die Ursache zu sein für die Annahme, dafs 
durch zwei Punkte auch immer eine Gerade existiere resp. angenommen 
werden müsse. Noch mufs Verwahrung dagegen eingelegt werden, dafs 
es heifst, man könne eine Richtung über eiuen Punkt hinaus verläugem. 
Hierzu vergl. man meine Ausführungen auf S^ 15. 

^ Diese Erklärung stimmt im wesentlichen mit der uusrigen 
überein. Doch ist zu bedauern, dafs der Verfasser seiner Auffassung 
nicht treu bleibt und in den folgenden Auseinandersetzungen durch 
mannigfache Inkonsequenzen die erste gute Erklärung verdunkelt. 

^) Hier wird, entgegen der obigen Erklärung, Richtung mit Lage 
einer Geraden identifiziert. Doch sind die direkt folgenden Auseinander- 
setzungen geeignet, diesen Gegensatz einigermafsen aufzuheben und die 
eigentliche Meinung des Verfassers zu erläutern und klarzustellen. 
Später freilich wird wieder alles unklar und verworren. 
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ziehen, ist aber ein zweiter Punkt bestimmt oder gegeben, so 
wird die Gerade, welche durch beide Punkte gehen soll, von 
allen übrigen ausgezeichnet, ihre Lage und Richtung ist be- 
stimmt und alle Geraden, welche durch dieselben Punkte 
gehen, fallen mit ihr zusammen, sind dieselben. Von Geraden, 
deren Richtungen^) durch dieselben Punkte bestimmt werden, 
kann man sagen, sie haben identische Richtungen, werden sie 
alsdann auch durch dieselben Endpunkte begrenzt, so ist auch 
ihre Lage identisch." 

Frantz, Philosophie der Mathematik. — Leipzig 1842. 

p. 69: „Darum ist die Linie eine bestimmte Richtung, 
und als solche ist sie eine gegen andere . . ., die Linie ist 
als die Richtung des Raumes eine bestimmte unter andern. 
Indem der Raum sich richtet, setzt er in sich unendlich ver- 
schiedene Richtungen ... — Die Richtung ist also eine be- 
stimmte, indem sie sich von andern unterscheidet. Das Prinzip 
ihrer Bestimmtheit ist eben das Unterscheiden, das reine Unter- 
scheiden. Die Richtung ist diese, dadurch, dafs sie nicht die 
andere ist, die andere selbst nur ihr Nicht, ihr abstrakter 
Gegensatz ist. Dies ist die Perpendikularität . • ." 

In einer Anmerkung heilst es: „Wenn man sonst von 
Richtung, und namentlich von entgegengesetzter Richtung 
spricht, so wird dabei an eine Bewegung von einem Punkte 
nach einem andern gedacht, und dann ist der Richtung von 
a nach 6 die von i nach a entgegengesetzt . . . Wir aber be- 
trachten die reine Richtung, die an sich wohl Bewegung, aber 
nicht die materielle von einem Punkte zu einem andern, 
sondern vielmehr die Bewegung des Raumes in sich selbst, 

*) Hier würde der Ausdruck „Lage" entschieden vorzuziehen sein, 
wenn nicht Verfasser am Schlüsse dieses Absatzes auf einmal eine ganz 
neue Definition von Lage gäbe. Oben heilst es: „Die Lage einer Ge- 
raden, ihre Richtung** und der Abschnitt schliefst mit den Worten: 
„Werden zwei Gerade durch dieselben Endpunkte begrenzt, so ist auch 
ihre Lage identisch." Es kommt also ein ganz neues Moment hinzu, 
das Moment der Begrenztheit, ein Gröfsenbegriff, der mit Lage der 
Geraden gar nichts zu thun hat. Der Grund för die Verwirrung liegt 
daran, dafs Gerade und Strecke nicht genau von einander geschieden 
werden. 
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sein Sich-Ünterscheiden ist. Die Richtung entsteht nicht als 
Linie durch die Bewegung eines Punktes ; sie ist ganz und 
auf einmal da^ die Punktualität ist in ihr nur Moment. . . . 
Sowie die Bewegung anhebt, ist die Richtung, d. h. die Linie 
bestimmt. Dafs eine Richtung sei, dies ist die Linie."^) 



Koch, Bemerkungen über die Elemeutarplanimetrie. — 
Budissin 1842. 

„Gewifs kann die Vorstellung der Richtung nicht von der 
geraden Linie getrennt, aber auch nicht als derselben völlig 
gleich angesehen werden." 

„Die Vorstellung der Richtung ist die von der Entstehung 
einer unendlich langen geraden Linie durch die ohne Ende 
fortgesetzte Bewegung eines Punktes, welche an einer be- 
stimmten Stelle im Räume anfängt."^) 



J.H.T. Müller, Lehrbuch der Mathematik. — Halle 1844. 

p. 5: „Durch die Aufeinanderfolge, in welcher zwei 
die Lage einer Geraden bestimmende Punkte genannt werden, 
läfst sich zugleich die Richtung bestimmen, in welcher man 
sich die Bewegung eines dieselbe erzeugenden Punktes ge- 
dacht hat." 

Steffenhagen, Kompendium der Planimetrie. — 
Parchim 1847. 

p. 7: „Richtung heifst Bestimmung des Ortes, dem ein 
in Bewegung gesetzter Körper sich zuwendet."^) 



*) Wenn auch Frantz in dem ersten Zitate wieder eine Muster- 
leistung philosopliischer Narretei liefert, so steckt doch in der AnmerkuDg 
ein gesunder Kern, der allerdings auch erst aus rauher Schale heraus- 
geholt werden muTs. 

*) Hier wird wieder Gerade und Strahl verwechselt. Im übrigen 
kann man den Ausführungen zustimmen, wenn man davon absieht, dafs 
auch Koch auf dem Standpunkte steht, dafs er nur der werdenden 
Linie Richtung zugesteht. Man vergl, unsere Bemerkungen zu Hoff- 
manns Aufsatz. 

*) Damit ist das Setzen eines zweiten Punktes gemeint. Übrigens 
mufs dieser Ort vorhanden sein, ehe der Körper sich in Bewegung ge- 



- 22 - 

p. 20: y;Der Richtung nach giebt es gerade und krumme 
Linien/' 

Salomon, Lehrbuch der reinen Elementar-Geometrie. — 
Wien 1847. 

p. 7: ^;Es ist einleuchtend^ dafs ein beweglicher Punkt 
unendlich viele verschiedene Linien beschreiben könne ^ die 
sämtlich einerlei Anfangspunkt haben/' 

„Der als notwendig erscheinende Weg, welchen jener be- 
wegliche Punkt zu nehmen hat, heilst Richtung, und bleibt 
diese während der ganzen Dauer der Bewegung unverändert, 
so heifst die beschriebene Linie gerade"^) 



Waitz, Lehrbuch der Psychologie. — Braunschweig 1849. 

p. 225: „Die natürliche Augenbewegung ist stets die 
gerade oder vielmehr wir nennen gerade, was die Richtung 
der natürlichen Augenbewegung hat/'') 



setzt hat oder wenigstens in dem Moment, wo er sich in Bewegung 
setzt. Eine weitere Frage ist, ob überhaupt diese Erklärung aus- 
gesprochen werden darf. Durch Bestimmung eines Ortes ist zwar die 
Richtung bestimmt, aber nicht umgekehrt ist auch durch die Richtung 
der Ort bestimmt; dazu gehört dann noch eine zweite Bedingung, ein 
gewisser Abstand. Genau genommen müfste also die Erklärung um- 
gestellt werden. 

^) Eine völlig unzutreffende Erklärung ohne jeglichen Sinn. 

^) Eine höchst eigentümliche Erklärung: „Der als notwendig er- 
scheinende Weg heifst RichtuDg^^ Ich mufs gestehen, dafs es mir nicht 
gelungen ist, in das Verständnis dieser Worte einzudringen, besonders 
wenn man noch die folgenden Worte in Betracht zieht. Fehlten diese 
Worte, so könnte man unter der als notwendig erscheinenden Linie die 
Gerade selbst — in einer gewissen apriorischen Auffassung — verstehen. 
Aber dies wird durch den Zusatz völlig ausgeschlossen. 

^) Diese Erklärung leidet an dem Fehler, dafs nicht deutlicher 
ausgesprochen ist, was unter der „natürlichen Augenbewegung'* gemeint 
ist. Ist die Bewegung der Augen selbst gemeint, so ist die Erklärung 
falsch. Wir glauben aber, dafs es so verstanden werden müsse: Wenn 
wir unsere Augen von einem Punkte auf einen andern richten, so thun 
wir dies entlang der durch die beiden Punkte bestimmten Geraden. 
Hier würde nun der zweite Satz von besonderem Wyte sein, dafs wir 
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„Ferner liegt im Obigen sowohl der Grund davon, dafs 
es nur eine Art der geraden, aber unendlich viele Arten der 
krummen Linie giebt, als auch der Grund des Satzes, dafs 
die gerade Linie durch zwei Punkte bestimmt ist; denn sie 
ist diejenige, welche das Auge, von einem seitlichen Beize 
angezogen, beschreibt, wenn es nicht gestört wird. Der Reiz 
selbst ist hierbei der zweite bestimmende Punkt/^^) 

p. 226: „Die gerade Linie giebt zugleich die Vorstellung 
der Richtung, denn sie ist selbst die Richtung, in welcher 
das Auge sich bewegt beim Übergange von einem Punkte 
zum andern."^) „Wie die Richtung ist auch die Länge un- 
mittelbar mit der Vorstellung der Linie gegeben. Durch Länge 
und Richtung ist die Linie als solche bestimmt."^) 



Bartholomäi, Geradlinige Planimetrie. — Jena 1851. — 
Vergl. Band L p. 347. 

p. 4: „Liegen mehrere Punkte aufsereinander, so kann 
blofs von der Ordnung, in welcher sie aufgefafst werden sollen 
oder können, die Rede sein." 

p. 5: „Sobald wir zwei Punkte Ä^ B auf einander be- 
ziehen, so stellen wir uns die Entfernung zwischen beiden 
vor, d. h. wir haben es mit einer Dimension, d. h. mit der 
Linie zu thun." 

Ergänzend: 

p. 7: „Insofern die Gerade Richtung ist, steht ihr die 
krumme Linie als Nichtrichtung gegenüber."*) 

, , , • 

das gerade nennen, was dieser Richtung, resp. diesem Wege entspricht. 
Eine Erklärung von Bichtung enthält der Satz aber nur, wenn man ihn 
in unserer Fassung ausspricht. 

^) Hiermit kann man sich durchaus einverstanden erklären. Man 
sieht, dafs die psychologische Erklärung die natürlichste ist. 

') Man vergl. unsere erste Anmerkung zu diesem Zitat. 

^) Hier liegt also auch die Erkenntnis der doppelten Wesenheit 
der Linie, nach Quantität und Qualität, vor. * 

*) Diese, sowie die folgenden, Worte sind unklar; erstens ist die 
Gerade nicht Richtung, sondern man kann höchstens sagen, die Gerade 
hat Richtung, besser noch in der Geraden (resp. im Strahl) kommt die 
Bichtung zur Anschauung; zweitens: was bedeutet das Wort „Nicht- 
richtung"? 
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,;Der Unterschied von gerad und krumm liegt in der 
Richtung/' 

August, E. F., Lehrbuch der Mathematik. — - Berlin 1852. 

p. 9: 4. Geometrische Grundsätze. 

IV. „Zwei verschiedene gerade Linien können sich nur 
in einem Punkte schneiden." 

„Anm. Wenn zwei gerade Linien in verschiedener Rich- 
tung gehen, so liegen jederzeit die Abschnitte der einen auf 
verschiedenen Seiten der andern. Man drückt dies dadurch 
aus, dafs man sagt: die Linien durchschneiden sich in diesem 
Punkte. Hätten sie aufser einem Durch schnittspunkte noch 
einen zweiten, so wären es nicht verschiedene Linien (L Grund- 
satz)." 

Fresenius, Die Raumlehre eine Grammatik der Natur. — 
Frankfurt a/M. 1853. 

p. 34: „Der Punkt hatte keine Richtung. Sobald er aber 
anfing sich zu bewegen, mufste er eine bestimmte Richtung 
einschlagen. Vorher hatte er die Wahl zwischen unzähligen." 



Snell, Lehrbuch der Geometrie. — Leipzig 1857 (erste 
Auflage 1841). 

p. 17: „Die gerade Linie hat nur zwei Eigenschaften, 
welche einer näheren Bestimmung fähig sind, nämlich Länge 
und Richtung.^) Wir fragen also, wodurch werden beide. 



^) Diese Erklärung müfste lauten: der Unterschied von gerad 
und krumm liegt in der verschiedenen Auffassung des Begriffes Sich- 
tung; aber dann würde sie idem per idem erklären. 

^) Auch Snell fafst also die Gerade in doppelter Beziehung, quali- 
tativ und quantitativ. In den folgenden Ausführungen stellt nun Snell 
die Gerade ais etwas Fertiges, für sich Bestehendes in Vergleich mit 
der Richtung, wobei noch die üngenauigteit unterläuft, dafs an Stelle 
der Geraden eine Strecke — ab — betrachtet wird. Die Betrachtungen 
würden durchsichtiger sein, wenn von dieser Strecke ganz abgesehen 
worden wäre. Dann würde auch Snell mit dem von uns gefundenen 
Resultat übereinstimmen, dafs durch das Setzen eines zweiten Punktes 
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Länge und Richtung bestimmt. Die Richtung einer geraden 
Linie ist noch nicht bestimmt, wenn Ein Punkt vorgeschrieben 
ist, durch welchen die gerade Linie gehen soll. Denn denken 
wir uns, dafs die Linie ab nach Vorschrift durch den Punkt c 
gehen sollte, so kann dieselbe, ohne diesen Punkt c zu ver- 
lassen, noch alle möglichen Richtungen einschlagen (c liegt 
auf a6), indem sie sich um diesen Punkt c herumdreht. . . . 
Nehmen wir aber aufser dem Punkte c noch einen zweiten 
Punkt f an, durch welchen die Linie gehen soll, so wird die 
um den Punkt c herumgedrehte Linie nur in einer ganz be- 
stimmten Lage zugleich durch den vorgeschriebenen Punkt f 
gehen und folglich durch zwei Punkte die Lage und mithin 
auch die Richtung einer geraden Linie vollkommen be- 
stimmt sein.'' 

Ley, Lehrbuch der Geometrie. — Bonn 1858. 

p. 5: „Die Linien von einem Punkte zu einem andern 
heifsen die Wege oder Richtungen von dem ersten zum 
zweiten."^) 

p. 6: „Es giebt also unendlich viele Richtungen von 
einem Punkte zu einem zweiten."^) 

„Dreht man eine durch eine Linie begrenzte Fläche so 
um diese herum, dafs irgend zwei in jener Linie angenommene 
Punkte in sich liegen bleiben und es bleiben alsdann auch 
alle übrigen Punkte der Linie in sich liegen, so heifst die 
Richtung dieser Linie eine unveränderte."^) 



Richtung — und zwar eine bestimmte — in Evidenz tritt. Durch das 
Eineinziehen der Geraden in die Betrachtungen mischt sich in die 
Untersuchung der Begriff der Lage, was zur Klarheit nicht gerade 
beiträgt. 

^) Diese Erklärung dürfte wohl einzig in ihrer Art sein. 

^) Die in diesen Worten ausgesprochene Eonsequenz aus dem ersten 
Satze ist derartig, dafs eine Widerlegung im Ernst wohl kaum nötig 
sein dürfte. 

^) Auch diese Erklärung leidet an Künstelei. Die Fläche ist doch 
völlig überflüssig. In Übereinstimmung allerdings mit seinen vorigen 
Erklärungen, im Widerspruch aber mit dem Begriff Richtung an sich 
konstruiert Verfasser erst eine unveränderte Richtang; wir glauben 
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V. Heidenreich^ Die Elemente der niedr. Geometrie. — 
Leipzig 1859. 

p. 1: ,,Will mau; wie es wohl geschieht^ die gerade Linie 
als eine solche erklären^ deren Teile alle in derselben Rich- 
tung liegen ; so wird der Begriff der Richtung vorausgesetzt, 
der im wesentlichen mit dem der geraden Linie zusammen- 
fällt, nur dadurch von ihr sich unterscheidet, dafs bei der 
Richtung das Woher und das Wohin angegeben wird, bei der 
geraden Linie nicht, der man daher zwei Richtungen beilegen 
kann, von A nach B oder von B nach A"^) 

Bartholomäi, Philos. d. Math. — Jena 1860. 

p. 12: „Der Raum ist zunächst das Aufsereinander, d. h. 
er wird gedacht bei getrennten Dingen, er ist also eine Form 
der Zusammenfassung. Die räumlich zusammengefafsten Dinge 
haben gar keine Gemeinschaft und keine Beziehung zu ein- 
ander, diese wird ihnen vielmehr erst durch das zusammen- 
fassende Denken geliehen. Wenn wir nun zwei Dinge zu- 
ßammenfassen, so geht das Vorstellen von dem einen nach 
dem andern hin und zurück, es mufs sich also bei der Auf- 
fassung der Dinge notwendig der Begriff der Richtung er- 
zeugen, denn. Richtung ist Fortschritt oder Übergang an sich, 
d. h. ohne Nebenbestimmung." ^) 

(Dann kommt die Erörterung des Abstandes, s. w. unten.) 



nachgewiesen zu haben, dafs Bichtnng und Veränderlichkeit zwei sich 
völlig ausschliefsende Begriffe sind. Richtnng an sich ist eben un- 
veränderlich. Man kann seine Eichtung ändern, d. h. eine andere 
Richtung einschlagen, nicht aber kann man Richtung ändern. 

') Die Angabe des Woher and Wohin, das ist das Setzen zweier 
Funkte. 

^) Mit andern Worten sagt hier Bartholomäi, was wir als un- 
mittelbaren resp. a priori sich einstellenden Begriff (Vorstellnng) be- 
zeichnet haben und was Bolzano als ein Prädikat bezeichnet, das beim 
Setzen zweier Funkte entspringt. Dadurch, dafs er die Entstehung 
des Begriffes ganz in das denkende Subjekt legt, zeigt Verfasser, wie 
sich der Begriff Richtung erzeugt, kann ihn aber selbstverständlich 
nicht unabhängig machen von den zwei Objekten, als die wir Punkte 
setzten, während Bartholomäi dafür den vagen Ausdruck Dinge gebraucht. 
Die Erzeugung des Begriffes Richtung ist nichts anderes, als was wir 
eine unmittelbare Existenz bei dem Setzen zweier Punkte genannt haben. 
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Sonndorfer, Lehrbuch der Geometrie. — Wien 1865. 

p. 9: „Der sich bewegende Punkt mufs offenbar von jener 
Stelle des Baumes, wo er sich befindet, sich zu einem andern 
Orte des Raumes begeben, d. h. er mufs in irgend einer 
Richtung weitergehen." 



Teirich, Lehrbuch der Geometrie. — Wien 1868. 

p. 4: „Die einfachste unter den Linien ist die gerade, 
welche eine von einem Punkte ausgehende Richtung an- 
giebt."^) . . . 

p. 5: „Lage einer geraden Linie und Richtung der- 
selben bedeuten zwar gewöhnlich einerlei; man kann aber die 
Richtung der Linie von einem ihrer Punkte nach einem zweiten 
oder von dem letzteren nach dem ersten hin betrachten."^) 



Fresenius, Die psychologischen Grundlagen der Raum- 
wissenschaft. — Wiesbaden 1868. 

Geradlinige Bewegung, unzähligemal im Bewufstsein voll- 
zogen, hinterliefs eine unverloschliche Spur und existiert als 
selbständige Idee des ziellosen^) Hinauszu. 

„Der Richtungsbegriff ist kein Grofsenbegriff, aber dem 
Bewufstsein ebenso klar, so sicher und so ursprünglich als 
der der Gröfse." 

Adam, W., Lehrbuch d. eb. u. körp. Geometrie. — Berlin, 
Stubenrauch 1869. 

„Die Begriffe Richtung und gerade Linie sind gleich- 
bedeutend." 



^) Das ist der Strahl, nicht die Gerade. 

*) Hierdarch kommt Teirich mit den ersten Worten in Wider- 
spruch, was er vermieden hätte, wenn Strahl und Gerade unterschieden 
worden wären. Über den Zusammenhang resp. den Unterschied von Lage 
und Richtung einer Geraden vergl. Kap. V Geometrische Hilfsbegriffe. 

^) Diesen Ausdruck mufs ich bestreiten; mir ist es undenkbar, dafs 
man ein „Hinauszu'* sich vorstellt ohne ein bestimmtes Ziel. Ein „ziel- 
loses Hinauszu** würde eine unbestimmte Vorstellung sein, die es doch 
nicht giebt. 
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Unterscheidung in senkrechte (lotrechte, perpendikuläre, 
vertikale); wagerechte (horizontale, wasserrechte) und schräge 
(schiefe) Richtung. 

,,Die schräge Richtung ist eine unbestimmte, indem sie, 
wie leicht nachgewiesen ist, gar verschiedenartig ausfallen 
kann. Die senkrechte und wagerechte Richtung sind be- 
stimmt und unveränderlich und heifsen daher Grund-, 
Haupt- oder Normal-Richtungen."^) 



E. Müller, Elemente der Geometrie. — Braunschweig 1869. 

p. 15: „Das, wodurch sich die Strahlen eines Büschels 
von einander unterscheiden, heifst ihre Richtung." 

p. 16: „Da sich nun aber alle Strahlen oder Geraden, 
die durch einen Punkt gelegt werden, nur durch ihre Rich- 
tung unterscheiden, so bestimmt der zweite Punkt jedesmal 
auch die Richtung der durch den ersten Punkt gelegten 
Geraden." 

Beez, Die Elemente der Geometrie.^) — Plauen 1869. 



Brockmann, Lehrb. d. Elem.-Geometrie. — Leipzig 1871. 
p. 4: „Der von selbst geg. Begriff der geraden Linie 
schliefst den der Richtung in sich." 



Joh. Müller, Lehrbuch der elementaren Planimetrie. — 
Bremen 1870. 



^) Die AuseinanderBefczungen Adams beschäftigen sich gar Dicht 
mit dem reinen Begriff Bichtung, sondern mit den im gewöhnlichen 
Leben üblichen Anwendungen dieses Begriffes. Die Erklärungen sind 
daher eigentlich weder mathematisch noch philosophisch, sondern nur 
praktisch (im Gegensatz zu theoretisch). 

*) Nichts über Richtuog. — Die verschiedenen französischen Lehr- 
bücher bringen übrigens ebenfalls darüber nichts oder identifizieren 
Richtung und Gerade völlig, wie es auch in dem folgenden Zitat 
geschieht. 



■■ 
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p. 1: ;;Raumgebilde heifsen alle Vorstellungen, welcne 
sich aus den drei einfachen Grundvorstellungen 

des Baumes 

des Ortes 

der Richtung^) 
ohne Hinzuziehung anderer Grundvorstellungen ableiten lassen. 
. . . Die Vorstellungen des Ortes und der Richtung sind der 
Veränderung föhig. Die Veränderung dieser Vorstellungen 
heifst Bewegung. . . . Die Veränderung der Richtung wird 
Drehung genannt/'^) 

A. Dauber, Die Grundlagen der Mathematik. — Helm- 
stedt 1871. 

„Die verschiedenen Geraden können quantitativ gleich 
sein, der Unterschied der Lage besteht also nur in qualitativer 
Beziehung."^) 

„Dieser qualitative Unterschied heifst ihre Richtung." 

„Die Richtung besteht aber auch als blofse Möglichkeit, 
ohne in der Geraden anschaulich realisiert zu sein.""") 



^) Dafs die Richtung als einfache Grundvorstellung erklärt wird, 
stimmt wohl mit nnsem Ausführungen überein. 

*) Schon bei den Worten: „Die Vorstellungen des Ortes und der 
Richtung sind der Veränderung fähig^* müssen wir an unsern im Text 
betonten Standpunkt erinnern und aufs festeste betonen, dafs wir die 
Richtigkeit dieser Worte nur dann anerkennen, wenn sie in unserem Sinne 
aufgefafst werden. Aber auch die letzten Worte „die Veränderung der 
Richtung wird Drehung genannt" sind nur mit grofser Vorsicht auf- 
zunehmen, da sich leicht fehlerhafte Vorstellungen damit verbinden 
lassen. 

^) Eine Gerade in bestimmter quantitativer Auffassung heifst Strecke. 
Strecken können natürlich gleich und ungleich sein. Qualitativ sind 
unserer Ansicht nach alle Geraden gleich, d. h. es resultiert eben der 
Begriff: die Gerade; Dazu kommt als neues unterscheidendes Merkmal 
die Lage. — Doch dürfte wohl auch die hier vorgebrachte Erklärung, 
besonders in Rücksicht auf die folgenden Worte, bei Manchen An- 
erkennung finden. 

^) Dies stimmt mit unserer Ansicht überein, dafs Richtung ohne 
Gerade existiert, dals Richtung erst in der Geraden zar anschaulichen 
Vorstellung wird, durch die Gerade in die Anschauung tritt. 
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Hartmann, Genetischer Leitfaden für den Unterricht in 
der Planimetrie. — Bautzen 1872. 

p. 1: „Richtung und Gröfse, die zwei Eigenschaften der 
geraden Linie^ welche die Geometrie zu untersuchen hai"^) 

p. 2: „Jede bestimmte Richtung einer Geraden nennen 
wir Lage." 

Stumpf, Über den psychologischen Ursprung der Raum- 
vorstellung. — Leipzig 1873. 

Im I. Kapitel, § 3, IT, das davon handelt, dafs Bewegungs- 
gefQhle von Tastgefühlen fast immer begleitet sind, heifst es 
p. 45: „Richtung ist durch die Verschiedenheit der angewandten 
Muskeln eines Gliedes gegeben; als Mafs, worauf die Richtungen 
bezogen werden, nehmen wir am natürlichsten den eigenen 
Körper, daher die Dimensionen." 



Baltzer, Elemente.*) — Leipzig 1874. 

p. 3: „Die einfachste unter den Linien ist die Gerade, 
welche eine von einem Punkte ausgehende Richtung (und 
die entgegengesetzte) angiebt . . .'' 

p. 4: „Der Begriff der Geraden ist vermöge seiner Ein- 
fachheit nicht definierbar, Richtung ohne die Gerade unver- 
ständlich." 3) 

Ho ff mann, Vorschule der Geometrie. — Halle a/S. 1874. 

p. 19: „Der bewegte Punkt strebt während der Bewegung 
einem Ziele B zu und hat dieses Ziel sozusagen stets im Auge. 
Dieses Streben und Festhalten (Fixieren) des Zieles, dieses un- 
verwandte Hinsehen aufs Ziel heifst Richtung."*) 






Helmes, Die Elementarmathematik etc. — Hannover 1874. I 

^) Auch hier also finden wir die Hervorhebung der doppelten Wesen- 
heit der Geraden, ohne deren Berücksichtigang eine tiefer gehende Be- 
trachtang der Geraden nicht möglich ist. 

*) Vergl. Band I. p. 3l0. 

») Vergl. Band I. p. 810. 

^) Man vergl. unsere Bemerkungen zu Hoifinanns im Text ansfübr- 
lich behandeltem Aufsatz. 
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p. 5: „Die ürsprünglichkeit und Gemeinsamkeit der Vor- 
stellung von der geraden Linie beruht auf den gleich ur- 
sprünglichen und gemeinsamen Vorstellungen der Kichtung 
und der Entfernung von einem Punkte im Räume nach 
einem andern, als deren Ausdruck und räumliche Darstellung 
wir uns eben die gerade Linie zwischen diesen beiden Punkten 
denken/^ ^) 

„Die Richtung und demgemäfs die gerade Linie wird 
uns vorgezeichnet durch den Weg, den das Licht von einem 
ins Auge gefafsten Punkte nach diesem Auge nimmt, natür- 
lich denselben und den einzigen Weg, auf welchem umgekehrt 
das Auge von einer Stelle im Räume aus zu diesem Punkte 
gelangt. (Beispiel vona Fixieren.) Richtung oder gerade Linie 
von einem Punkte nach einem andern ist danach der Weg, 
auf welchem das Auge von dem einen zu dem andern geführt 
wird, indem es dabei immer den Stellen oder den Punkten 
folgt, von denen ihm der Eindruck des Lichtes zukommt. 
Auch der Weg des fallenden Körpers, der Faden, an welchem 
ein Gewicht hängt, begründet und befestigt diese gemeinsame 
Vorstellung von gerader Linie und Richtung.'**) 



Worpitzky, Elemente der Mathematik III. — Berlin 1874. 

p. 8: „Jeder Teil einer Geraden, welcher nur einen be- 
stimmten Endpunkt hat, heifst ein Strahl, eine Halbgerade 
oder Richtung^); das letztere vermutlich, wenn man sich 
vorstellt, dafs die Ausdehnung der Geraden am andern Ende 
zunimmt." 

Wagner, Lehrbuch der ebenen Geometrie. — Hamburg 1874. 



^) Diese Ausführungen stimmen im wesentlichen mit den unsrigen 
überein. Genauer wäre noch für den Ausdruck der Richtung der Strahl, 
für den der Entfernung (des Abstandes) die Strecke zu nennen gewesen. 
Doch findet sich ja Beides in der Geraden, sobald man sie in bestimmter 
Kücksicht auffafst. 

*) Die verschiedenen Veranschaulichungsmittel , die in diesem Ab- 
sätze geboten werden, können recht wohl im Unterricht Verwendung finden. 

^) Besser müfste es heifsen, dafs die Richtung im Strahl ihre 
Yeranschaulichung findet; der folgende Zusatz erscheint nicht recht 
verstöndlich. 
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p. 3: ;,Die Lage^ welche ein Punkt in Bezog auf einen 
gegebenen Nachbarpunkt einnimmt^ nennt man eine Richtung 

zu demselben." 

;,Um dies zu verstehen, mufs man Folgendes beachten: 
Um einen gegebenen Punkt als Hauptpunkt kann man sich 
eine unendlich grofse Zahl von unmittelbar angrenzenden 
oder Nachbarpunkten liegend denken. Jeder dieser Punkte 
wird in Bezug auf den Hauptpunkt eine andere Lage haben 
und durch diese seine Lage (seine Richtung) von irgend 
einem der übrigen Punkte unterschieden sein. Nur ein Punkt 
von besonderer Bedeutung existiert noch; es ist derjenige, zu 
welchem der Hauptpunkt dieselbe Richtung besitzt, wie der 
besprochene zum Hauptpunkte. Von je zwei solchen Nachbar- 
punkten des Hauptpunktes sagt man, sie haben entgegen- 
gesetzte Richtung zu demselben. Geht man daher von 
einem zweier entgegengesetzt gerichteter Punkte zum Haupt- 
punkt über, dann von diesem zum andern, so behält man die- 
selbe Richtung bei. Geht man aber von einem beliebigen 
Nachbarpunkte des Hauptpunktes zu einem beliebigen andern 
Nachbarpunkte über, so ändert man die Richtung; man nennt 
diesen Übergang Drehung um den Hauptpunkt.*'^) 



Halblüzel, Lehrbuch der synthetischen Geometrie. — 
Leipzig 1875. 

p. 3 Anmerkung: „Der BegrifiP einer geraden Linie wird 
nicht selten mit demjenigen der Richtung verwechselt, obschon 
man beide Ausdrücke nicht für gleichbedeutend nehmen darf. 
Wird z. B. eine Gerade (ab), in welcher man sich einen fixen 
Punkt (c) denkt, um denselben gedreht, so ändert die Linie 
lediglich ihre Richtung, nicht aber ihre Eigenschaft und bleibt 

^) Die Ausführungen Wagners zeichnen sich durch Originalität aus. 
Nur ist einzuwenden, dafs Wagner einseitig nur von der Richtung 
spricht, ohne ausdrücklich hervorzuheben, dafs er unter Nachbarpunkten 
solche versteht, die von dem Hauptpunkte gleichen Abstand haben. 
Ferner ist bei der Benutzung des ungemein fruchtbaren Begriffs der 
Nachbarschaft zu unterscheiden zwischen endlich und unendlich be- 
nachbarten Punkten. Erst bei dieser genauen Auseinanderhaltung wird 
man den Begriff in seinem ganzen Vorteil kennen lernen. An anderer 
Stelle werde ich hierauf genauer eingehen. 
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diese immer die gleiche^ während jene sich unendlich ver- 
ändern läfst.^) — Der Begriff der Richtung setzt denjenigen 
einer geraden Linie voraus."^) 



Fabian-Zmurko, Lehrb. der Geometrie. — Lemberg 1876. 
p. 18: „Die Lage einer Geraden wird ihre Richtung ge- 
nannt.*' 

Becker, J. K., Lehrb. d. Elem.-Math. — Berlin 1877. 

p. 6: y^Sieht man von einem Punkte aus nach einem 
andern Punkte, so sieht man ihn in einer bestimmten Rich- 
tung (nach rechts, links, oben, unten, Osten, Westen u. s. w.) 
und man sagt, der beobachtete Punkt liege von dem Punkte 
aus, von dem man ihn sieht, in dieser Richtung.'' 

„Sieht man dagegen von dem beobachteten Punkte aus 
nach dem Punkte zurück, von welchem man ihn beobachtet 
hatte, so sieht man nach der entgegengesetzten Richtung.'' 



Gilles, Lehrb. der eb. Geometrie. — Heidelberg 1877. 

p. 2: „Mit der Bewegung tritt die Richtung, die Be- 
ziehung der verschiedenen Lagen des erzeugenden Punktes 
zu einander, auf."^) 

Pocke und Krafs, Lehrb. der Geometrie. — Münster 1878. 
p. 1: „Die gerade Linie bezeichnet die Richtung von einem 
Punkte zu einem andern.*' 



Polster, Geometrie der Ebene. — Würzburg 1878. 

„Eine unbegrenzte Gerade von bestimmter Art ihrer Lage 
und nach bestimmter Reihenordnung der in ihr liegenden 
Punkte heilst Richtung." 



') Man vergl. das Zitat von Snell (S. 24). 

^) Dafs wir hiermit nicht übereinstimmen, geht ans nnsem ge- 
samten Ansführungen klar hervor. 

^ Damit ist die Bichtung als die unmittelbare Beziehung gekenn- 
zeichnet, die sich bei der Betrachtung zweier Punkte darbietet. 

Schotten, der planimetr. Unterricht. II. 3 



- 34 - 

Zusätze.^) Jede Richtung hat von Punkt zu Punkt die- 
selbe Form. 

Alle Richtungen sind unter sich kongruent.^) 



Schmitz-Dumont; Die mathematischen Elemente der 
Erkenntnistheorie.-') — Berlin 1878. 

p. 68: „In dem Nacheinander als diskursiver Reihe lassen 
sich zwei verschiedene Beziehungsformen der Einzelglieder be- 
stimmen; wir nennen dieselben Richtung der Reflexion, des 
Fortschrittes der Denkbewegung, nach vorwärts und nach 
rückwärts. Diese beiden Richtungen sind absolut einander 
entgegengesetzt" 

p. 70: „Der Richtungsbegriff hat in der Weise, wie er 
hier gebildet und gebraucht worden, durchaus nichts Räumliches 
an sich." 

p. 269: „Die Betrachtung des Inhaltes der Gebilde kann 
nun wiederum sich spalten in: 

a) eine solche, welche nur die äufsern Beziehungen... 
(Gröfse) 

b) Betrachtung der innern Beziehungen . . . Diese Be- 
trachtung ist diejenige des Nebeneinander; und die innere Be- 
ziehung, welche zwischen den Elementen des Nebeneinander 
möglich ist, erhält dieser spezifischen Begriffskombination ge- 
mäfs den spezifischen Namen Richtung."*) 



Krause, Kant- und Helmholtz etc. — Lahr 1878. 



^) Hier hätte man als ersten Zusatz erwarten dürfen, dafs durch 
die Reihenordnnng zweier Punkte die Ordnung der Aufeinanderfolge 
für alle Punkte bestimmt sei. 

^ Dieser Satz kann leicht mifsverstanden werden; auch ist er streng 
genommen nicht richtig. Nicht die Richtungen sind kongruent, sondern 
deren anschauliche Bilder, die Geraden. 

^) Man yergl. Zeit und Raum etc. von Schmitz -Dumont (und die 
Bedeutung der Pangeometrie von demselben). 

*) Die Unterscheidung in äufsere und innere Beziehungen, als deren 
Repräsentanten die Gröfse resp. die Richtung hingestellt werden, scheint 
uns gekünstelt. Auch ist absolut zu betonen, dafs Richtung ein räum* 
lieber Begriff ist, der nur durch die Betrachtung des räumlichen Neben- 
einander von Punkten (Elementen) gebildet wird. 
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p. 80: „Nehmen wir als erstes Beispiel die BegriiFe von 
den Anschauungen „Richtung", „Lage", „Stellung" im Gegen- 
satz zu „Linie", „Fläche", „Körper", so findet man, dafs man 
Linien, Flächen und Körper vergröfsern und verkleinem, 
Richtungen dagegen nicht vergröfsern kann. Richtungs- 
unterschiede kann man vergröfsern, aber nicht Richtungen 
selbst; diese kann man nur verändern.^) Also kann der Be- 
griff der Anschauung „Richtung" nicht unter den Begriif der 
Gröfse fallen. Vielleicht fallt er danü unter den Begriff 
Qualität oder Relation. Nun ist die Beziehung kenntlich 
daran, dafs sie stets ein Zweites voraussetzt, damit sie statt- 
finden kann, und bei der Richtung finden wir, dafs alles Ge- 
richtete auf irgend etwas gerichtet sein müsse, daher zur An- 
gabe der Richtung wenigstens zwei Punkte erfordert werden, 
während die Qualität ein solches Zweites nicht bedarf; also 
finden wir, dafs die Anschauung Richtung sich dem Begriffe 
der Beziehung unterordnen lasse. ^) Die Richtung einer Linie 
wird durch ihre Beziehung zu andern ausdrückbar." 



Schlegel, Lehrbuch der elementaren Mathematik. — 
Wolfenbüttel 1879. 

p. 7: „Ein Punkt hat im Anfange seiner Ortsänderung 
die Auswahl unter einer unbeschränkten Menge von Be- 
wegungen; das Unterscheidende dieser Bewegungen heifst ihre 
Richtung.^) 

Behält der Punkt die zuerst gewählte Richtung bei, so 



*) Während wir mit dem ersten Teile der Ausführungen uns völlig 
einverstanden erklären können, müssen wir diesem letzten Satze wiederum 
entschieden entgegentreten. Doch will Ejrause ja in der Hauptsache 
nur gegen die Auffiässung des Richtungsbegriffes als eines quantitativen 
sprechen, wie aus dem folgenden „also" hervorgeht. 

^ Mit vollem Rechte fafst Krause den Begriff Richtung als Re- 
lation auf. Nach unsem Ausfahrungen am Anfange dieses Paragraphen 
wird man verstehen, warum wir Relation und Qualität nicht streng 
geschieden haben, sondern hier diesen, dort jenen Begriff verwenden, 
ohne eine besondere Unterscheidung zu machen. 

*) Dieselbe Erklärung findet sich in der Raumlehre. — Selbstver- 
ständlich das unterscheidende nur in geometrischem Sinne genommen. 

3* 
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heilst seine Bewegung einfach und die von ihm beschriebene 
Strecke gerade. — Das besondere Merkmal einer einfachen 
Bewegung eines Punktes ist also ihre Richtung/' 



Korneck^ Genetische Behandlung des planimetrischen 
Pensums der Quarta. — Kempen 1879. 

p. 10: „Sowie die Strecke als ein von einem Punkte be- 
reits zurückgelegter geradliniger Weg von bestimmter Länge 
aufgefafst wird, kann man eine gerade Linie auch als einen 
von einem bestimmten Punkte nach einem andern Punkte erst 
zurückzulegenden Weg von unbestimmter Länge ansehen; 
und in dieser Beziehung nennen wir die gerade Linie Rich- 

tung.O 

Unter Richtung versteht man die von einem bestimmten 

Punkte (Anfangspunkt) nach einem andern Punkte (Zielpunkt) 
hinführende gerade Linie von unbestimmter Länge. ^) 

Da man Anfangs- und Zielpunkt einer Richtung mit ein- 
ander vertauschen kann, so enthält eine Gerade zwei ein- 
ander entgegengesetzte Richtungen.*' 

Beyersdorf f, Die Raumvorstellungen. — In. Diss. Leipzig 
(ohne Jahr, wahrscheinlich um 1880). 

p. 41: ,Jst die gerade Linie in der Anschauung völlig 
klar, so verbindet sich mit ihr der Begriff der Richtung, 
die wir uns ja nur denken können als eine von einem Punkte 
ausgehende gerade Linie." 



Henrici und Treutlein, Lehrbuch d. Elementar- Geo- 
metrie. — Leipzig 1881. 

p. 3: „Wählt man auf einer Geraden einen Punkt A als 
Ausgang, einen andern B als Ziel einer Bewegung, so wird 

^) Auch hier muTste wiedenun an Stelle der Geraden der Strahl 
gesetzt werden. 

*) Wir würden umgekehrt sagen: In der von einem bestimmten 
Punkte (Anfangspunkt) nach einem andern Punkte (Zielpunkt) hinführen- 
den Linie kommt die Bichtung vom einen nach dem andern Punkte zur 
Anschauung. Ebenso die vom zweiten nach dem ersten Punkte. Daher 
haben wir bei einer Geraden zwei — und zwar einander entgegen- 
gesetzte — Richtungen. 
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durch diese fortschreitende Bewegung eine Richtung be- 
stimmt und nur im Gedanken an diese Bewegung eines Punkte» 
spricht man auch von der Richtung einer Geraden. Da 
aber Ausgang und Ziel auch vertauscht werden können, so 
hat man in der Geraden einen Richtungsgegensatz, einen 
zweifachen Richtungssinn oder zwei Richtungen zu unter- 
scheiden; die eine heifst Gegenrichtung der andern/' 



Schindler, die Elemente der Planimetrie. — Berlin 1883. 

p. 6: ,,Richtung heifst die räumliche Beziehung zwischen 
zwei Punkten/' 

„Durch 2 Punkte sind stets zwei entgegengesetzte Rich- 
tungen bestimmt." 

,,Eine Richtung ist durch 2 Punkte bestimmt. Die Aus- 
dehnung der Richtung wird wie ein gestreckter, gerader Faden 
wahrgenommen." ^) 

Hoch, Lehrbuch der eb. Geometrie. — Halle 1884. 

p. 2: „Ein Punkt hat bei dem Beginn seiner Bewegung 
die Auswahl unter einer unendlichen Menge von Bewegungen. 
Das die unendlich vielen Bewegungen Unterscheidende heifst 
Richtung. Die entgegengesetzte Richtung ist jene, welche 
angiebt, wie man von dem bei der Bewegung erreichten 
Funkte wieder zurückkommen könnte zum Ausgangspunkte. 

Von der entgegengesetzten Richtung wohl zu unterscheiden 
ist die Bedeutung der verschiedenen Richtung." 



Recknagel, Ebene Geometrie. — München 1885. 

p. 7: „Unter Richtung von einem Punkte 1 nach einem 
Punkte- 2 versteht man den von 1 über 2 ins Unendliche 
gehenden Strahl. Von einem dritten Punkte sagt man: „Er 
liegt in dieser Richtung", wenn er in dem eben definierten 
Strahle liegt." 

F. Fischer, Anfangsgründe der Math. IL — Leipzig 1887. 



*) Während wir mit den ersten Sätzen des Verfassers völlig über- 
einstimmen, scheint uns der Ausdruck „Ausdehnung der Richtung" recht 
unglücklich gewählt. 
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p. 3: y^Die Gerade ist durch zwei Punkte , da sie ihre 
Richtung unzweideutig festsetzen^ vollkommen be- 
stimmt/' 

Rausenberger, Die Elementargeometrie etc. — Leipzig 
1887. 

p. 8: ^^Während die erstere Definition auf den Begriff 
der Richtung zurückgeht, der selbst erst mit Hilfe der Ge- 
raden festgestellt werden kann, . . .'' 



Beez, Über Euklidische und Nicht-Euklidische Geometrie. 
— Plauen 1888. 

p, 8: „Um die Schwierigkeiten, welche sich einer Definition 
der Geraden entgegenstellen^ zu heben, hat man in neuerer 
Zeit den Begriff der Richtung zu Hilfe genommen ... — Ob 
der Begriff Richtung aber ein so klarer und präziser ist^ dafs 
man durch ihn den Begriff Gerade deutlich erklären könne, 
ist mir sehr fraglich. Wundt fafst allerdings den Begriff 
Richtung als den allgemeinern, Gerade als den speziellem, 
Helmholtz jedoch umgekehrt den der Geraden als den all- 
gemeinern auf, da in ihm sich zwei entgegengesetzte Richtungen 
unterscheiden lassen.*'^) 

„Will man aber angeben, dafs ein Punkt auf dem kürzesten 
Wege sich nach einem andern Punkte bewegen solle, so sagt 
man ausdrücklich, er bewegt sich in „gerader Richtung^' nach 
demselben. Also Richtung definiert nicht die Gerade, sondern 
umgekehrt die Gerade eine bestimmte Richtung."^) 

„Da sich Richtung nicht vergröfsern oder verkleinern 
läfst, so fällt der Begriff Richtung nicht unter die Kategorie 
„Gröfse*', speziell Raumgröfse, sondern, weil das Gerichtete auf 
etwas gerichtet sein mufs, unter die Kategorie „Relation"."^) 

^) Beez Bpricht dann ausführlich über den yerschiedenen Gebrauch 

• 

der Richtung: nördliche Richtung, Richtung des Uhrzeigers u. s. f. (da- 
für besser im Sinne des Uhrzeigers). 

') Beez würde nicht auf diesen Ausweg, der keiner ist, yerfallen 
sein, wenn er sich die Frage gestellt hätte, was man wohl unter 
„schiefer Richtung'* verstehen müsse. „Gerade Richtung*' ist ein yolks- 
tümlicher Pleonasmus, weiter nichts; dieser Ausdruck kann nicht als Be- 
weis dafür angezogen werden, dafs Richtung durch Gerade definiert werde. 

^) Hierin der innere Grund gegen die obigen Bemerkungen von Beez. 
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Es wird dann Schlömilchs Versuch mit dem Dorfjmigen 
angegebeDy durch den auch die Priorität der Richtung vor der 
Geraden verdeutlicht wird, was Beez aber nicht anerkennt. 

Schräm und Schüssler, Vorschule der Mathematik. — 
Wien 1889. 

p. 122 : „Von einem Punkte können unzählig viele Gerade aus- 
gehen; alle diese Geraden haben verschiedene Eichtungen.^' 

Zindler, Beiträge zur Theorie der mathematischen Er- 
kenntnis. — Wien 1889. 

p. 3: „Wenn wir uns nach den geometrischen Grund- 
vorstellungen umsehen, so . . ., sondern es giebt hier mehrere 
auf einander nicht zurückfuhrbare und undefinierbare Punda- 
mentalvorstellungen.^) Als solche müssen z. B, die Rich- 
tung... etc. angesehen werden.*' 

Raschig, Erkenntnistheoretische Einleitung in die Geo- 
metrie. — Schneeberg 1890. 

Auf Seite 21 wird gegen Wundts (Logik S. 4500:) De- 
finitionen polemisiert, wobei Verfasser sagt: 

„Dann ist der in (Definition) 1) und 4) auftretende Be- 
griff der Richtung einfacher auf den Begriff der Geraden als 
den grundlegenden zu beziehen.^' 

Seite 31 heifst es: „Denkt man auf einer unbegrenzten 
Geraden einen beweglichen Punkt fortschreitend, so dafs er 
zuerst nach dem Bestimmungspunkt Ä und dann nach dem 
Bestimmungspunkt B gelangt, so fafst man hiermit die Ge- 
rade als Richtung auf und zwar als die Bestimmung der 
Richtung, in welcher vom Punkte Ä aus der Punkt JB liegt; 
da nun etc.... d. h.: Jede Gerade bedeutet zwei ein- 
ander entgegengesetzte Richtungen im Räume.*' 

V. Schmidt, Euklids 11. Axiom. — Moskau 1891. 
p. 9: „Eine Linie kann bezüglich gedacht werden; eine 
bezüglich gedachte Linie heifst Richtung.'*^) 



*) VorstellaDgen a priori. 

^) Wir muBsen offen gestehen, dafs nns der Sinn dieser Erkläruog 
nicht klar geworden ist. 



- 40 — 

M. Simon, Zu den Grundlagen der nicht-euklidischen Geo- 
metrie. — Stralsburg 1891. 

p. 11: ^^ichtung wird uns am geläufigsten durch den 
Blick^ den Lichtstrahl und durch das Senkblei, durchs Zeigen 
u. s. w. Auch ohne Tasten und Sehen würde der geotropische 
Nervenreiz die senkrechte Richtung geben. Abstand und 
Richtung, wie sie die geläufigsten, sind sie auch vielleicht die 
tiefstliegenden Begriffe, fast so tief wie die Kausalität. Der 
zweite Punkt (Ort) wirkt durch sein blolsea. Auftreten und 
hat Abstand und Richtung zur Folge." ^) 

„Richtung bedarf zu ihrer Fixierung zwar nicht, wie 
Mauritius meint, einer bestimmten Geraden, wohl aber einer 
bestimmten Reihenfolge. Sie hängt auf das innigste mit dem 
Willensakte, der von 1 zu 2 übergehen läfst, mit dem etwaigen 
Innervationsgefühl zusammen, ja sie scheint mit dem Willen 
selbst untrennbar verbunden und nicht blofs, weil Bewegung 
ohne Richtung nicht denkbar, sondern in ihrem innersten 
Wesen liegt eine Bewegungsempfindung. Dabei ist auch ein 
gewisses zeitliches Moment zu betonen; fasse ich zwei Punkte 
zugleich auf, so erhalte ich sofort den Abstand, und dies ist 
der innere Grund, weshalb ÄJB gleich BÄ ist; fasse ich die 
Punkte nach einander auf, so erhalte ich die Richtung, und 
da zeitlich AB das Entgegengesetzte von BÄ ist, so giebt 
sich dieser Gegensatz auch in der Richtung kund." 

„Im Wesen der Richtung, welche im Losreifs en von 1 
und Übergehen auf 2 besteht, liegt ausschliefslich die 
Gleichmäfsigkeit, und wenn wir die Gerade nicht hätten, würde 
kein Mensch Anstofs nehmen, den Ereis eine Linie zu nennen, 
die in allen ihren Teilen dieselbe Richtung hat." 



§ 2. Abstand. 

Während sich dem Begriffe der Richtung, wie wir ge- 
sehen haben, das vielfaltige Interesse der Geometrie zugewendet 



^) Diese Ausfahrnngen stimmen yöUig mit den unsrigen überein, 
wie wir sie auch schon im ersten Bande dieses Werkes ausgesprochen 
haben. 
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und durch eine Reihe besonderer Arbeiten bethätigt hat^ liegen 
über den Sehwesterbegriff Abstand keine derartigen Arbeiten 
vor. Selbst in den Lehrbüchern ist er meist mit Stillschweigen 
übergangen. OfiPenbar hat man in früheren Zeiten diesen Be- 
griff als einen quantitativen einer Erläuterung überhaupt nicht 
für bedürftig gehalten, A))stand direkt als eine Gröfse angesehen, 
wie die Zahlen, mit der sich ohne weiteres operieren lasse. 
Erst die Untersuchungen der neuesten Geometrie haben sich 
auch mit diesem Begriffe beschäftigt, aber seltsamerweise hat 
sich hier das Verhältnis umgekehrt: während die ursprüng- 
liche Vorstellung der Richtung nicht angezweifelt wird, er- 
fahrt dieselbe Auffassung des Begriffes Abstand entrüstete 
Zurückweisung. Dafs gerade in der Beurteilung dieser Frage 
das entscheidende Moment für die Beurteilung der metageo- 
metrischen Deutungen liege, werde ich an anderer Stelle nach- 
zuweisen suchen.^) Hier genügt es mit Bestimmtheit aus- 
zusprechen, dafs Richtung und Abstand völlig gleichwertige 
Begriffe sind in metaphysischer Hinsicht; im selben Moment, 
wo der Begriff der Richtung bei der ' Betrachtung zweier 
Punkte zum Bewufstsein kommt (entspringt, wie Bolzano 
sagt), entsteht auch der Begriff der kürzesten Entfernung,^) 



*) Um die Entfernung zweier Punkte zu bestimmen, legt F. Klein — 
Math. Annalen IV — eine gerade Linie durch sie. Diese schneidet die 
Fundamentalfläche in zwei weiteren Punkten, die mit den gegebenen 
ein gewisses Doppelverhältnis besitzen. Den mit einer willkürlichen, 
aber fest gewählten Konstanten c multiplizierten Logarithmus dieses 
Doppelverhältnisses bezeichnet Klein als die Entfernung der beiden 
Punkte. — Es wird also die Gerade zur Definition der Entfernung be- 
nutzt, während sie doch auf dem Begriffe der Entfernung fufst; es 
werden Strecken — bei dem Doppelverhältnis — verwendet. Li welchem 
Verhältnis stehen diese Strecken zum Begriffe der Entfernung? Die 
Fundamentalfläche selbst ist femer ebenfalls ein Gebilde unseres Raumes. 
— Ist die angenommene Gerade eine Euklidische? 

*) Zu diesem Begriffe findet sich in Kerry, System einer Theorie 
der Grenzbegriffe, folgende Bemerkung: 

p. 167: „In den Begriffen einer gröfsten oder kleinsten Entfernung 
zweier Baumpunkte hat man es mit solchen Grenzbegriffen zu thun: 
die Natur der Ortsdaten ist so beschaffen, dafs sich für jeden ^beliebigen 
Unterschied je zweier unter ihnen andere Ortsdaten ausfindig machen 
lassen 9 deren Unterschied unter jenen herabsinkt oder ihn übersteigt. 
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des Abstandes; einer ist ebenso natürlich und ursprünglich 
wie der andere. Auf diesen Punkt noch näher einzugehen, 
ist überflüssig y wir können uns im wesentlichen auf das im 
ersten Paragraphen bezüglich der Richtung Gesagte berufen.^) 
Während die Richtung nun ihren anschaulichen Ausdruck in 
dem Strahl findet^ tritt der Abstand in der Strecke in Evi- 
denz. Durch die Strecke wird der Abstand zweier Punkte 
und zwar der sogenannten Endpunkte bestimmt.^) Die drei 
BegrifiPe Gerade, Strahl, Strecke sind sehr scharf aus einander 
zu halten; gerade in ihrer mifsbräuchlichen Anwendung liegt 
die Ursache der vielfachen Verwirrung und Unklarheit in den 
hier behandelten Fragen. Ganz besonders aber sei auch hier 
noch einmal hervorgehoben, daSa sofort mit dem Setzen zweier 
Punkte der Begriff Abstand aufti^tt, auch ohne dafs er seine 
Yeranschaulichung in der Strecke findet.^) Die Strecke ist 

Man möchte meinen, dies sei so evident, dafs niemand dawider sündigen 
werde; trotzdem findet sich in vielen Schlüssen, die eben darum Fehl- 
schlüsse sind, die Existenz eines irgend einem Banmpunkte nächsten 
Punktes, die Existenz kleinster Teile einer Linie u. dergl. yoraus- 
gesetzt." 

Ein näheres Eingehen auf diese Sätze verbietet sich hier, zumeist 
weil die Kenntnis des yorliegenden, höchst wichtigen Werkes nicht all- 
gemein vorausgesetzt werden darf und daher die Erläuterung sich zu 
umfangreich gestalten würde. Doch sei das Werk zu eingehendem 
Studium empfohlen, ebenso wie die Aufsätze desselben Yerfassen in der 
Yierteljahrsschrift für wissenschaftliche Philosophie: Über Anschauung 
und ihre psychische Verarbeitung. Bd. 9 (p. 433), 10 (p. 419), 11 (p. 53; 
p. 249), 15 (p. 127). 

') Auch die Ausführungen am Ä.nfange des fünften Kapitels im 
ersten Bande dürften zur Yergleichung herangezogen werden« 

^) Man könnte auch sagen, die Strecke sei das Mafs des Abstandes. 

^) Dieselbe Ansicht findet man ausgesprochen in B. Bolzano, 
Die drei Probleme der Rektifikation, der Komplanation und der Knbie- 
rnng, ohne Betrachtung des unendlich Kleinen etc. (Leipzig 1817, 
Kummer). Der Verfasser spricht sich in den Paragraphen 11 — 20 über Be- 
ziehungen zwischen Punkten und Linien aus. Ln § 20 heilst es: „Der 
Begriff der Entfernung ist viel einfacher, als der der Länge, weil 
sich Entfernung bei jedem Systeme zweier Punkte findet, ohne dafs 
man sie sich mit irgend einer Linie, am wenigsten aber mit einer 
geraden, verbunden zu denken braucht.** In den folgenden Para- 
graphen behandelt Bolzano das Thema noch in seinen Einzelheiten (bis 
§ 30) ausführlicher. 
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gewissermalsen erst sekundär das Bild des primären Begriffes 
Abstand. Zwei Punkte haben Abstand, auch ohne daCs die 
zugehörige Strecke vorhanden ist, während umgekehrt natürlich, 
wenn uns eine Strecke gegeben ist, dies nicht anders möglich 
ist, als dafs der Abstand der Endpunkte gleichzeitig da ist.^) 

Da Abstand und Richtung gleichzeitig bei dem Setzen 
oder Erfassen zweier Punkte auftreten, überhaupt nur durch 
Abstraktion von einander getrennt^ auseinander gehalten wer- 
den können, so deutet dieser enge Zusammenhang auf eine 
innere Verwandtschaft. Diese liegt in dem von ui^ im § 1 
erwähnten Gesetze, dafs wir die beiden Punkte mit einem 
Minimum von psychischer Arbeit erfassen: so fallen Rich- 
tung und Abstand psychologisch zusammen.^) Fassen wir 
die Frage rein mechanisch; so kommen wir zu demselben 
Resultat: sich in der Richtung auf etwas hin bewegen, heifst 
doch nichts anderes als auf dem kürzesten Wege sich nach 
etwas hin bewegen. Also auch bei dieser Auffassung sind 
Richtung und Abstand identisch.^) 

Zum Schlufs dieser Betrachtungen müssen wir dann noch 
des Problems der ümkehrbarkeit gedenken. Günther schreibt 
darüber in „Der Thibautsche Beweis" p. 5: „. . . stets erheben 
sich die allgemeinen Schwierigkeiten bei dem Versuche, zu 
beweisen, dafs eine mit umgewechselten Endpunkten neben die 
erste gelegte Strecke durchaus mit jener identisch, also um- 
kehrbar sei." Bei unserer Auffassung des Begriffes Abstand 
als einer ursprünglichen Vorstellung, die sofort beim Erfassen 
zweier Punkte auftritt, wird die Frage überhaupt nicht auf- 
tauchen konneu, da beide Punkte völlig gleiche Beziehung 
zum Abstand haben resp. umgekehrt der Abstand beiden 

>) Man vergl. Bd. I p. 305/6. 

") Bei Kerry, System einer Theorie der Grenzbegriffe, findet sich 
eine ähnliche Bemerkung gelegentlich der Diskussion über die Ent- 
stehang des Begriffes der mathematischen Geraden, indem die beiläufige 
Gerade als Linie kleinsten physischen und psychischen Krafbmafses 
bezeichnet wird. 

*) Man vergl. Simon „Zu den Grundlagen der nicht- euklidischen 
Geometrie" p. 12. Dort heifst es am Schlüsse ähnlicher Betrachtungen: 
,,In diesem Zurückführen liegt die IJnauflöslichkeit der Begriffe Abstand 
und Bichtung." 
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Punkten gegenüber sich identisch verhält. Eines Beweises 
für die Identität AB «^^ BA, quantitativ genommen, bedürfen 
wir also nicht. Aufserst sympathisch ist uns, was Simon in 
seiner Programmarbeit ,ß\i den Grundlagen der nicht- eukli- 
dischen Geometrie'^ zu dieser Frage schreibt. Zum Teil sind 
seine Aufserungen schon im § 1 S. 41 wiedergegeben. Hier 
interessiert vor allen Dingen folgende Stelle (p. 11): ,,Dabei 
ist auch ein gewisses zeitliches Moment zu betonen; fasse ich 
zwei Punkte zugleich auf, so erhalte ich den Abstand, und 
dies ist ^er innere Grund, weshalb AB ^^ BA ist; fasse ich 
die Punkte nach einander auf, so erhalte ich die Richtung.'^ 

Ein ganz neues Moment würde in die Erörterung der 
vorliegenden Frage hineingetragen werden müssen, wenn wir 
die Gerade vor der Strecke betrachteten. Nehmen wir dann 
auf der Geraden zwei Punkte an, so könnte der Abstand 
AB als ein völlig verschiedener von dem Abstand BA an- 
gesehen werden, wenn wir die Aufeinanderfolge der Auf- 
fassung beibehielten. BA würde dann cx) sein; wir würden 
uns somit den Anschauungen nähern, die die Gerade als einen 
Kreis mit unendlich grofsem Radius ansehen. Doch ist hier 
nicht der Platz, auf diese Gedanken näher einzugehen, wenn 
auch betont werden mufs, dafs eine derartige Betrachtungs- 
weise wegen ihrer Analogie mit den entsprechenden Be- 
trachtungen beim Kreise vielleicht nicht ohne methodisches 
Interesse sein würde. 

Nach den vorstehenden Auseinandersetzungen tritt der 
BegrifiP des Abstandes in seiner ganzen Reinheit nur hervor 
bei der Auffassung zweier Punkte, Dennoch wird es sich 
empfehlen, den Begriff zu erweitem und ihm noch eine 
weitere begriffliche Ausdehnung zu geben, wodurch seine 
Brauchbarkeit bei der Erörterung der einfachsten Lagenver- 
hältnisse in erhöhtem Mafse sich geltend macht. Ich meine 
diese Erweiterung in dem Sinne, dafs wir auch von dem Ab- 
stand eines Punktes von einer Geraden, resp. überhaupt von 
einer Linie, ja auch von dem Abstand eines Punktes von einer 
Fläche, einem Körper sprechen. Selbstverständlich mufs hier 
eine genaue Festsetzung stattfinden darüber, was man in 
diesen Fällen unter Abstand zu verstehen habe. Gemeint ist 
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— und darüber wird wohl kein Zweifel bestehen, weil ja 
Abstand überhaupt nur zwischen zwei Punkten in Betracht 
kommen kann — der Abstand von demjenigen Punkte des 
räumlichen Gebildes, der dem betrachteten Punkte am nächsten 
liegt, für den wir den Ausdruck „Nachbarpunkt** einführen 
wollen. Der Abstand eines Punktes von einer Fläche z. B. ist 
also der Abstand des Punktes und seines Nachbarpunktes auf 
der Fläche; dieser Abstand wird in der Strecke zwischen diesen 
beiden Punkten veranschaulicht. 

Abgesehen von einigen wenigen, leicht zu charakterisieren- 
den Ausnahmen (wenn wir z. B. den Mittelpunkt eines Kreises 
oder einer Kugel nehmen) wird es immer nur einen solchen 
Punkt geben, wie uns ohne weiteres die reine Anschauung 
lehrt. Für die Planimetrie würde der Abstand in diesem er- 
weiterten Sinne also noch in zwei Fällen zu betrachten sein 
bei ' der Geraden und beim Kreise. Es wird zur gröfseren 
Klarheit notig sein, hier einige Betrachtungen aus dem dritten 
Paragraphen dieses Kapitels, der sich mit Lagenuntersuchungen 
beschäftigt, vorwegzunehmen. Nehmen wir an, dafs eine Ge- 
rade und ein Punkt gegeben seien, so kann der Punkt P auf 
der Geraden & liegen oder aufserhalb. Liegt P in @J, so ist 
der Abstand selbstverständlich gleich Null, denn Punkt P föUt 
hier mit seinem Nachbarpunkt zusammen, liegt auf (in) seinem 
Nachbarpunkt. Liegt P aufserhalb ®, so können wir den 
Abstand von P und seinem Nachbarpunkte Ä betrachten, der 
in der Strecke PA in Evidenz tritt: PA ist dann der Abstand 
des Punktes P von der Geraden ®. Wir werden ohne weiteres 
einsehen, dafs es keinen zweiten Punkt auf & giebt, der gleich 
nah an P liegt. Betrachten wir Kreis und Punkt, so haben 
wir zunächst den schon bekannten Begriff des Zentralabstandes 
d. h. des Abstandes P von Z. Hierzu kommt dann der neue 
des Abstandes, den P vom Kreise selbst hat. Die Fruchtbar- 
keit der hier ausgesprochenen und neu bestimmten Begriffe 
wird sich im § 3 zeigen. 

Hiermit sollen die Erörterungen des Begriffes Abstand 
selbst abgebrochen werden, da die genaueren Untersuchungen 
über den Abstand zweier „endlich benachbarten'* Punkte, sowie 
zweier „unendlich benachbarten'* Punkte aus dem Bahmen der 
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im Elementarunterricht verwertbaren BegriflPsbeetimmungen 
herausfallen; doch wollte ich wenigstens hier darauf hin- 
gewiesen haben. 

Es folgen nun die Zitate^ wobei selbstverständlich die 
Lehrbücher keine Berücksichtigung finden^ in denen entweder 
in Form einer Erklärung oder eines Grundsatzes weiter nichts 
ausgesagt wird^ als dafs die Gerade der kürzeste Weg zwischen 
zwei Punkten sei oder dafs es zwischen zwei Punkten nur 
eine Gerade gebe oder dafs eine begrenzte Gerade (d. h. eine 
Strecke) eine Länge sei oder dergl. 

In vielen Werken findet sich auch eine Erklärung^ wie 
die folgende: Die Strecke ist der kürzeste Weg zwischen zwei 
Punkten und wird auch der Abstand der beiden Punkte ge- 
nannt, oder: Die Strecke bestimmt den Abstand der beiden 
Punkte Ä und B. Auch diese Erklärungen sollen nicht zitiert 
werden. 

Ganz abgesehen wird ferner von denjenigen Werken, in 
denen der Satz über die kürzeste Entfernung als Lehrsatz be- 
wiesen wird, da diese Auffassung mit der unsrigen ganz un- 
vereinbar ist. Wir sehen in diesen sogenannten Beweisen 
auch nur einen circulus. 



Hauff, Lehrbegrifif d, r. Elem.-Math. ~ Prankfurt a/M. 
1803. 

p. 134: „Die kleinste mögliche Linie von einem Punkte 
nach einem andern oder nach einer Linie oder Fläche heifst 
der Abstand oder die Entfernung (distantia) des Punktes 
vom andern Punkte oder von der Linie oder Fläche/'^) 



*) Hauff fafst also auch den Begriff Abstand in dem weiteren 
Sinne, allerdings ohne nähere Begriffsbestimmung. — Das erste Zitat 
will ich aufserdem benutzen, um folgendes auszusprechen. Die Existenz 
des durch Superlativ Ausgedrückten ist logisch unmittelbar gewifs, nicht 
dagegen die des einfach positiv gesetzten. Im Gebrauch des Superlativ 
liegt also das logisch wirklich Vorhandene z. B. die kürzeste Linie. Es 
ist der Begriff der Grenze, des Genauen, des Vollendeten. Innerhalb 
eines Jahres giebt es einen heilsesten Tag, aber es braucht keinen wirk- 
lich heifsen Tag zu geben. — Hiergegen läfst sich nun, wenn man eben 
wegen des Grenzbegriffes die Singularität des Gesetzten folgern will, 
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p. 135: „Unter allen Linien; die von einem Punkte nach 
einem andern möglich sind; ist die gerade die kürzeste/' 

Dazu ein weitläufiger (Euklidischer) Beweis von 4 Seiten. 
Resultat: 

p. 139: „Der Abstand eines Punktes A von einem andern 
B ist also die gerade Linie ABJ'^) 

In einer Anmerkung heifst es: ,;Euklides hat von diesem 
Satze nur den ersten Teil, nämlich den Satz: die gerade Linie 
ist kleiner als jede gebrochene zwischen den nämlichen End- 
punkten, bewiesen (Elem. I, 20). Archimedes hingegen hat 
den Satz in seiner ganzen Allgemeinheit als ein Axiom auf- 
geführt. Spätere Geometer sind ihm darin gefolgt, nur zum 
Teil mit dem Unterschiede, dafs sie den Satz unter dem etwas 
veränderten Ausdrucke: die gerade Linie ist der kürzeste 
Weg- von einem Punkte zum andern, als Definition zum 
Grunde gelegt haben, wie noch ganz neuerlich Legendre 
(Elemens de Geometrie. Paris 1794. Def. III) gethan hat. 
Allein da der Satz in der That ebenso wenig eine Definition, 
als ein Axiom, sondern ein Lehrsatz ist, so mufs er, so gut 
wie andere Lehrsätze, bewiesen werden." 



einwenden, dafs die Existenz des Superlativ Gesetzten noch vieldeutig 
sein kann, es gab keinen heifsesten Tag, yiele waren von gleicher 
Temperatur oder auf der Engel sind zwischen zwei Punkten viele 
kürzeste Linien vorhanden. Du Bois-ßeymond sagt in seiner all- 
gemeinen Funktionentheorie p. 285: „Das Axiom, dafs die Gerade der 
kürzeste Weg zwischen zwei Punkten sei, und dafs es auch nur einen 
kürzesten Weg giebt, ist kein eigentliches geometrisches Axiom. Die 
Untersuchung zeigt, dafs der ihm zu Grunde liegende Begriff der 
Bektifizierbarkeit ein analytischer ist, weil ein Grenzbegriff darin steckt.*' 

') p. 73 heifst es schon: „Zwischen zwei Punkten ist nicht mehr 
als eine gerade Linie möglich.*' 

„Durch zwei Punkte ist also die gerade Linie zwischen ihnen, ihrer 
Lage und Länge nach, gegeben.'' 

„Teils aus diesem, teils aus einem andern erst späterhin zu ent- 
deckenden Grunde wird der Abstand zweier Punkte durch die gerade 
Linie bestimmt, die sich yon dem einen nach dem andern ziehen läfst." 
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Forstemann, Lehrb. d. Geometrie. — Danzig 1827. 
p. 3: ;;Der Abstand zweier Punkte ist die Länge der 
Geraden zwischen denselben.^ ^) 



Arneth, System der Geometrie. — Stuttgart 1840. 

p. 9: „Die Gröfse einer Geraden ist bestimmt durch die 
beiden Endpunkte derselben; die Gerade selbst beifst die Ent- 
fernung dieser beiden Puilkte."^) 



Bretschneider, Lehrgebäude der nied. Geometrie. — 
Jena 1844. 

p. 20: „Sind die beiden Endpunkte einer vollbegrenzten 
Geraden gegeben, so ist letztere selbst dadurch ihrer Grofse 
und Lage nach bestimmt. Man sagt daher, dafs die zwischen 
zwei Punkten liegende vollbegrenzte Gerade den Abstand oder 
die Entfernung der Punkte von einander messe, und diese 
Entfernung wird dann die Gröfse oder Länge der Geraden 
genannt.'^ ^) 

Recht, Die Elemente der Geometrie. — München 1844. 

p. 8: „Derjenige Weg nun (eines Punktes zu einem 
andern), der an Inhalt der kleinste ist, bezeichnet die gerade 
Linie und giebt deswegen die kürzeste Entfernung oder blofs 
die Entfernung der beiden Punkte von einander an."*) 



^) Das ist nicht ohne weiteres, wenigstens in dieser Fassung, 
richtig. Aufserdem wird ungenau Gerade statt Strecke gebraucht Die 
Länge der Strecke ist nicht der Abstand, sondern in ihr kommt der 
Abstand zur Veranschaulichong. 

^ Siehe unsere Anmerkung zu dem Zitat auf S. 47. 

^) Mit dieser Erklärung kann man sich einverstanden erklären. 
Noch besser würde man allerdings sagen, dafs die Strecke das Mafs für 
die fortschreitende (geradlinige) Bewegung sei, sowie der Winkel 
das Mafs für die drehende Bewegung ist. 

*) Richtiger müfste es heifsen: Derjenige Weg . . . wird durch die 
gerade Linie bezeichnet (zur Anschauung gebracht). 
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,;Die gerade Liuie ist die Bichtung der kürzesten Ent- 
fernung zweier ihrer Punkte."^) 



Tellkampf, Vorschule der Mathematik. — Berlin 1847. 

p. 237: „Die Gerade ist unter allen Linien zwischen zwei 
Punkten die kürzeste und daher das Mafs ihres Abstandes 
von einander; oder: zwei feste Punkte -4, G bestimmen die 
Gröfse der geraden Verbindungslinie/' 



WaitZ; Lehrbuch der Psychologie. — Braunschweig 1849. 

p. 226: „Wie die Bichtung ist auch die Länge unmittel- 
bar mit der Vorstellung der Linie gegeben."*) 

p. 223: „Die Gröfsenschätzung der Linie giebt die erste 
Vorstellung der Entfernung; denn die Linie^ abgesehen von 
ihrer psychologischen Entstehung und als fertiges Ganze auf- 
gefafst, ist die Menge des Zwischen liegenden; das sich zwischen 
zwei ausgezeichnete Punkte oder Stellen eingeschaltet findet.*'^) 



Bartholomäi; Geometrie.*) — Jena 1851. 

p. 5: „Sobald wir zwei Punkte A^ B auf einander be- 
ziehen , so stellen wir uns die Entfernung zwischen beiden 
vor, d. h. wir haben es mit einer Dimension, d, h. mit der 
Linie zu thun." 



*) Der Verfasser dokumentiert durch diesen nicht ungeschickt ge- 
wählten Ausdruck den engen Zusammenhang zwischen Richtung und 
Abstand. 

') Der Begriff der Länge ist auch bei krummen Linien vorhanden. 
Er darf mit dem des Abstandes nicht verwechselt werden. 

*) Bolzano, Die drei Probleme etc., sagt § 16: „Die zwischen den 
Funkten a und h enthaltene Gerade heifst ein Baumding [Baumding 
beiTst überhaupt jedes System (jeder Inbegriff) von Punkten], das alle 
und sonst keine Punkte enthält, als die zwei a und h samt allen, die 
zwischen ihnen l/egen." 

*) Das folgende Zitat wird mit einer gröfseren Ausführlichkeit ge- 
geben, trotzdem dafs es schon im ersten Bande vorkommt. Der Grund 
hierfür wird klar sein. 

Schotten, der planiraetr. Unterricht. II. 4 
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Es heiüst dann weiter: ^^Wenn wir die Abhängigkeit 
der Elemente einer Linie einsehen wollen ^ so müssen wir 
dieselbe entstehen lassen/' (Bewegter Punkt A, unendlich 
viele Wege bis J5.) „Übersehen wir alle diese Linien^ so 
drängen sich uns die Vorstellungen von Richtung und Ent- 
fernung auf."^) 

^^sofem nun der eine Punkt A dem Punkte B unaus- 
gesetzt zustrebt; ist die entstandene Linie Richtung, und 
insofern er in jener Richtung wirklich bis J? geht, ist sie 
Entfernung/' 

,^Nennen wir also die so entstandene Linie AB eine Ge- 
rade^ so haben wir die Erklärung: Die gerade Linie ist 
Richtung oder Entfernung/' 

Der Verfasser geht dann näher auf den Zusammenhang 
von Richtung und Entfernung ein und kommt zu dem 
Resultat: 

„Mithin kann die Gerade als Richtung nicht zugleich die 
Entfernung vorstellen^ denn diese mufs immer zwischen zwei 
bestimmten Punkten gedacht werden. Als Entfernung jedoch 
ist die Gerade auch Ausdruck der Richtung/'*) 

Es wird aus diesen Erörterungen sodann gefolgert, dafs die 
Gerade durch zwei Punkte völlig bestimmt ist und weitere 
Erörterungen hieran geknüpft. 

p. 7 heifst es: „Die Gerade als Entfernung ist auch 
Richtung^ tritt also auch als Entfernung in Gegensatz zur 
krummen Linie. Gleichwohl ist die krumme Linie auch Ent- 
fernung, also nicht von der Geraden verschieden."^) 



*) Die unmittelbare Erzeugung der BegriflPe Richtung und Ent- 
fernung wird hier von der Vorstellung der verschiedenen Wege von 
einem Funkte zu einem andern abhängig gemacht, was uns nicht richtig 
erscheint. Immerhin stimmen Bartholomäis Auseinandersetzungen im 
wesentlichen mit den unsrigen überein, da er denselben Ausgangspunkt 
nimmt, nämlich die Betrachtung zweier Punkte. 

') Man vergl. hierzu besonders die betreffenden Stellen in Simons 
ProgrammabhandluDg. 

^) Hier würde an Stelle des Wortesr Entfernung besser das Wort 
Länge gewählt worden sein; also: Gleichwohl hat die krumme Linie 
auch Länge und ist insofern — in quantitativer Hinsicht — mit der 
Geraden vergleichbar. 
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Durch Vergleichung ergiebt sich: 

1. „Nur die Gerade ist bestimmter Ausdruck der Eut- 
fernung, nicht die krumme Linie," 

2. „Die Gröfse dieser Entfernung ist vollkommen be- 
stimmt^ während sie bei anderen Linien bald grofser^ bald 
kleiner ausfällt/' 

3. „Die Gerade ist die kürzeste Linie zwischen zwei 
Punkten." 

p. 10 heifst es: „Wenn von der Gröfse einer Geraden 
die Eede ist, so kann sie nur als Entfernung aufgefaXst 
werden." 

Kunze, Lehrbuch der Geometrie. — Jena 1851. 

p. 4: „Grundsatz. Die gerade Linie ist kleiner als jede 
andere Linie, die mit der geraden dieselben Endpunkte hat. 

Zusatz. Daher ist die gerade Linie zwischen zwei Punkten 
die rein anschauliche Vorstellung der Entfernung oder des 
Abstandes der beiden Punkte von einander.^) 

Anmerkung. Euklides nimmt diesen Satz nicht als Grund- 
satz an, er beweist vielmehr, dafs zwei gerade Linien, die von 
den Endpunkten einer dritten ausgehen und mit einander zu- 
sammenstofsen, gröfser sind als die dritte. Daraus folgt dann 
unser Satz für eine beliebig gebrochene Linie leicht. Krumme 
Linien aber, die mit einer Geraden einerlei Endpunkte haben, 
machen Weitläufigkeiten und notigen zu Annahmen, die 
mindestens keine gröfsere anschauliche Klarheit haben, als 
der einfache Satz selbst.^) Die Forderung, alles zu beweisen, 
was sich noch irgend beweisen lasse, scheint hier mehr von 
philosophischem als von geometrischem Interesse zu sein. 
Archimedes, der gröfste Geometer des Altertums, sagt daher 
ohne Bedenken: ich nehme an, dafs unter solchen Linien, 
welche einerlei Endpunkte haben, die gerade die kleinste sei." 



^) Hiermit ist das Verhältnis zwischen Strecke und Abstand vor- 
trefflich gekennzeichnet. 

*) Das ist sehr richtig. Eine richtige Auffassong der Geraden nach 
qualitativer und quantitativer Bestimmung enthebt uns überhaupt solcher 
Künsteleien. 

4* 
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August, Lehrb. d. Math. — Berlin 1852. 

p. 9: „Die gerade Linie ist der kürzeste Weg zwischen 
zwei Punkten. Die Länge einer geraden Linie zwischen zwei 
Punkten bestimmt daher die Entfernung dieser Punkte/' 



Bartholomäiy Philosophie der Math. — Jena 1860. 

p. 12: „Wenn wir nun zwei Dinge zusammenfassen, so 
mufs sich notwendig der Begriff der Richtung erzeugen. Da- 
mit verknüpft; sich zugleich der Begriff der Distanz, denn 
Distanz ist der Grad des Aufsereinander.'^ 



Weif senborn, Die Elemente der Planimetrie. — Halle 1864. 

p. 17: „Die gerade Linie dient daher (weil sie die kürzeste 
ist) dazu, die Entfernung zweier Punkte zu messen; und 
umgekehrt wird unter Entfernung eines Punktes von einem 
andern stets die kürzeste Entfernung, also die Entfernung 
in gerader Linie verstanden." 



Adam, Lehrbuch d. eb. u. körperl. Geometrie. — Berlin, 
Stubenrauch, 1869. 

„Jede von zwei Punkten begrenzte gerade Linie heifst 
eine Strecke . . . Der Abstand oder die Entfernung der 
beiden Endpunkte von einander wird durch die zugehörige 
Strecke bestimmt. Daher sagt man: 

Jede durch zwei Punkte begrenzte gerade Linie 
hat eine bestimmte Länge. 

Der Begriff: Abstand oder Entfernung nimmt allemal auf 
die gerade Linie Bezug. Daher sollte man nicht sagen: 

Die gerade Linie ist die kürzeste Entfernung zweier Punkte 
von einander; 
wohl aber kann es heifsen: 

Die gerade Linie ist der kürzeste Weg zwischen 
zwei Punkten.*' 
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E. Müller, Elemente der Geometrie. IL — Braun- 
schweig 1869. 

p. 11: ,,Die Strecke zwischen zwei Punkten, also an sich 
völlig bestimmt,*) dient auch zur Bestimmung der Ent- 
fernung oder des Abstandes der Punkte/' 

*) „Nicht als die kürzeste Linie, wie man gewöhnlich 
sagt, sondern als an und für sich völlig bestimmte Linie dient 
die Strecke zur Bestimmung der Entfernung, zum Messen; denn 
nicht die kleinste, sondern die völlig bestimmte Gröfse bildet 
die Einheit beim Messen gleichartiger Gröfsen/'^) 



Hart mann. Genetischer Leitfaden. — Bautzen 1872. 
p. 2: „Wodurch mifst man die Entfernung zweier be- 
stimmten Punkte Ä und JB?"^) 



Nagel, Lehrb. d. eb. Geometrie. — Ulm 1873. 

p. 2: „Zwischen zwei Punkten läf st sich nur eine einzige 
gerade Linie ziehen. Daher wird auch die Entfernung zweier 
Punkte durch die gerade Linie gemessen, welche beide Punkte 
verbindet 

Helmes, Die Elem.-Mathematik. — Hannover 1874. 

p. 5: „Die Ursprünglichkeit und Gemeinsamkeit der Vor- 
stellung der geraden Linie beruht auf den gleich ursprüng- 
lichen und gemeinsamen Vorstellungen der Richtung und 
Entfernung von einem Punkte im Räume nach einem andern, 
als deren Ausdruck und räumliehe Darstellung wir uns eben 
die gerade Linie zwischen diesen beiden Punkten denken.''^) 



^) Das ist richtig. Hätten wir nur einen ganz bestimmten Kreis, 
80 könnten wir auch ihn znr Messung der Entfernung zweier Pankte 
auf ihm benutzen. 

^ Auch hier also wird die Strecke als das Mafs der Entfernung 
bezeichnet. Besser ist es immerhin, die Strecke als anschauliche Vor- 
stellung des Abstandes zu bezeichnen. 

^ Diese Erklärung stimmt mit unseren Ausführungen völlig überein. 
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„Die andere GrundvorstelluDg; dafs die gerade Linie 
zwischen zwei Punkten den Ausdruck der Entfernung dieser 
Punkte enthalte^ spricht sich in einem andern Grundsatze über 
die gerade Linie aus, ^^dafs sie der kürzeste Weg zwischen 
zwei Punkten ist", ein Satz, der freilich in Beziehung auf 
jede Verbindung der Punkte durch mehrere gerade Linien 
eines strengen und einfachen Beweises föhig ist, in Beziehung 
auf eine krumme Verbindungslinie aber nur durch eine weiter 
verfolgte Anschauung näher und näher gelegt, niemals aber 
streng bewiesen werden kann."^) 



H. Müller, Leitfaden der eb. Geometrie. — Leipzig 1874. 

p. 2: „Zwei Punkte einer Geraden begrenzen ein Stück 
derselben, welches Strecke genannt wird. Die Gerade, welche 
die beiden Punkte enthält, heifst der Träger der Strecke. Die 
Punkte A und B sind die Endpunkte der Strecke AB oder BA.^^ 

„Eine Strecke wird als Mafs für den Abstand ihrer End- 
punkte betrachtet^) oder als Mafs für den geradlinigen Weg, 
welchen der eine Punkt (Anfangspunkt) zurücklegen mufs, um 
mit dem andern (Endpunkt im engern Sinne) zusammen- 
zufallen." 

Hablüzel, Lehrb. der synthet. Geometrie. — Leipzig 1875. 

p. 36: „Unter der Entfernung oder dem Abstände 
eines Punktes von einem andern oder von einer Geraden oder 
zweier Parallelen wird ihre kürzeste Verbindungslinie ver* 
standen." 

Schmitz-Dumont, Zeit und Raum. — Leipzig 1875. 
p. 38: „Ist die Bewegung von dem einen Orte zum andern 



^) Da der Verfasser in seiner ersten Ausführung den Begriff der 
EntfernuDg als einen ursprünglichen bezeichnet, als deren „Ausdruck 
und räumliche Darstellung'* er die Gerade denkt, so hätte er 
unseres Erachtens nicht nötig gehabt, auf einen Beweis noch zu 
reflektieren. 

^) Diese Worte sind in der neuesten (3.) Auflage leider verändert. 
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nua derart^ dafs es nur die direkte unvermittelte Be- 
ziehung ist; in welcher irgend welche unterschiede sich nicht 
angeben lassen^ so nennt man dies Bewegung in gerader 
Linie; welche von allen möglichen Bewegungen die zweck- 
mäfsigste zum Mafse der vorher definierten Entfernung (un- 
vermittelte Beziehung) ist. Man nennt sie auch schlechthin 
Entfernung. Sie mufs die kürzeste Linie sein, weil bei ihr 
alle Vermittelung, Unterschiede der Richtung, welche wieder 
ein neues Moment in der Thätigkeit des Bewufstseins (Be- 
wegung) veranlassen würden, ausgeschlossen ist/'^) 



Fabian-Zmurko, Lehrb. d. Math. — Lemberg 1876. 

p. 11: „Die Länge einer zwei Punkte verbindenden, 
geradlinigen Strecke wird die Entfernung dieser Punkte ge- 
nannt.'^ 

Es werden zwei vollkommen gleichlange Drahtstücke, das 
eine DE gerade, das andere AG gebogen, verglichen, indem 
sie mit A und D aufeinander gelegt werden. Dann fallt C 
zwischen D und E. Es heifst dann: 

„Aus dieser nur erfahrungsmäfsig erkannten Thatsache 
schliefsen wir nun, dafs die Entfernung der Enden eines gerad- 
gemachten Linienstückes eine gröfsere Länge besitze, als dies 
vor dem Geradmachen der Fall war.^) Die Länge eines 
geradlinigen Stückes DG ist also kleiner, als die eines ge- 
bogenen Stückes DBG, Hieraus folgt: Die Gerade, welche 
zwei Punkte mit einander verbindet, ist kürzer als 
jede andere, von einem zum andern führende Linie.'' 



J. K. Becker, Die Elemente der Geometrie a. n. Gr. — 
Berlin 1877. 



^) Ähnliche Erörterangen finden sich auch in des Verfassers ,,Pan> 
geometrie, Leipzig 1877'*. Die unvermittelte Beziehung zweier Punkte 
aufeinander, darin liegt das Wesen des Begriffes Abstand. 

') Der hier eingeschlagene Weg zur Verdeutlichung des Verhält- 
nisses zwischen einer Strecke und einer krummen Verbindungslinie 
scheint uns sehr praktisch. Auf natürlichste Weise ergiebt sich aus 
ihm die im folgenden ausgesprochene SchluTsfolgerung. 



- 56 - 

p. 5: ^,Dabei ist unter dem Abstände zweier Punkte die 
Länge der kürzesten Linie zu verstehen, welche durch die- 
selben begrenzt werden kann/* 

p. 6: „Die Anschauung lehrt uns an jeder Linie die 
Form, d. h. die Qualität der Ausdehnung von der Gröfse 
oder Quantität der Ausdehnung unterscheiden. Wir ver- 
mögen uns vorzustellen ; dafs eine Linie von geg. Länge ihre 
Form stetig ändere und dabei die Länge beibehalte/' Daher 
die Linien in Bezug auf Länge vergleichbar, gleichartig« 

„Sind aber zwei Punkte getrennt, so hat jede sie ver- 
bindende Linie eine Länge, die grofser als Null, und unter 
allen möglichen mufs es mithin auch mindestens eine von 
solcher Länge geben, dafs eine noch kürzere unmöglich wäre, 
und dies ist dann eine kürzeste Linie/' 



J. K. Becker, Lehrbuch der Elementar -Geometrie. — 
Berlin 1877. 

p. 7: „Durch zwei Punkte kann nur eine Gerade gehen, 
also auch nur eine Strecke begrenzt werden. Diese ist kürzer 
als jede andere Linie zwischen denselben Endpunkten/' 

„Die Länge der Strecke AB ist das Mafs für den Ab- 
stand der Punkte Ä und J5/' 



Heinz e, Die Elem.- Geometrie. — Berlin 1877. 

p. 12: „Wer also von einem Punkte zu einem andern in 
gerader Linie geht, geht immer den nämlichen Weg. Wenn 
man also die Entfernung zweier Punkte angeben soll, so giebt 
man sie in gerader Linie an, weil diese bestimmt ist und sich 
niemand dabei irren kann. 

Es giebt aber auch zwischen zwei Punkten keinen näheren 
Weg, als den in gerader Linie, denn kein Punkt kann einen 
kürzeren Weg führen, als den, welcher vor dem andern liegt. 
Darum ist die gerade Linie zwischen zwei Punkten nicht allein 
ihre bestimmte Entfernung, sondern auch ihre kürzeste 
Entfernung." 
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Schmitz-Dumont, Die mathematischen Elemente der 
Erkenntnistheorie. — Berlin 1878. 

p. 68 werden die Beziehungen im Nebeneinander geschie- 
den in a) die innere Beziehung als Gröfse der Richtung; 
b) die innere Beziehung als Entfernung. 

p. 272: ,^Es wurde ausgeführt; dafs die Denkthätigkeit 
im Nebeneinander die beiden Begriffe „Entfernung, Rich- 
tung'^ als komplementäre Bestimmung der inneren Beziehung 
bildet." 

p. 274: ;,Die gerade Linie ist identisch mit dem Begriff 
der kürzesten, weil beide Attribute hierbei nichts anderes 
besagen, als die logische Forderung, „zwei Elemente (Punkte) 
unmittelbar im Denken zu verbinden"." 



Milinowski, Die Geometrie. — Leipzig 1881. 
p. 1: „Das Mafs für die Entfernung zweier Punkte 
A und JB heifst Strecke." 



Schindler, Die Elemente der Planimetrie. — Berlin 1883. 
p. 7: „Entfernung heifst eine kürzeste Länge." 



Recknagel, Ebene Geometrie. — München 1885. 
p. 8: „Die zwischen zwei Punkten liegende gerade Linie 
ist das Mafs für die Entfernung der beiden Punkte." 



F. Fischer, Anfangsgründe d. Math. — Leipzig 1887. 

p. 5: „Zwei Punkte A und JB grenzen auf der Geraden 
Cr ein Stück von bestimmter Gröfse, die Strecke -4JB, ab. 
Die Strecke AlB giebt den Abstand oder die Entfernung der 
beiden Punkte A und 5 an, weil gerade Linien die einzigen 
sind, welche sich stets zur Deckung bringen lassen, und daher 
ihre Teilstücke allein direkt verglichen oder gemessen werden 
können." 
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Z in dl er, Beiträge zur Theorie der math. Erkenntnis. — 
Sitzungsberichte. Wien 1889. 

p. 3: „Wenn wir uns nach den geometrischen Grund- 
Yorstellungen umsehen, so . • . giebt es hier mehrere aufein- 
ander nicht zurückführbare und undefinierbare Fundamental- 
Yorstellungen. Als solche müssen z. B. . . ., die Distanz^... 
angesehen werden" 

p. 4: „Die Objekte, welche unter einige der oben an- 
gegebenen Grundbegriffe fallen, sind Vergleichungsrela- 
tionen zugänglich^ wie die Möglichkeit ihrer quantitativen 
Messung erkennen läfst." 

„Die Vorstellung einer Punktdistanz kann als Vorstellung 
einer Relation zwischen zwei absoluten psychologischen Orts- 
bestimmungen aufgefafst werden (cf. Meinong, Hume-Studienll. 
p. 50 [620]). Mit diesen ersten Relationen befafst sich jedoch 
die Mathematik nicht, denn um absolute Distanzbestimmungen 
ist es ihr nicht zu thun, sondern nur mit Relationen zwischen 
diesen Relationen . . "^) 

„Wenn also auch die Distanzen als Relationen zwischen 
absoluten Fundamenten [Fundamente einer Relation heifsen 
die Dinge, die in Relation stehen, also bei Verträglichkeits- 
relationen die Dinge (Vorstellungen, Urteile), die mit einander 
verträglich oder unverträglich sind, bei Vergleichungsrelationen 
die Dinge (Vorstellungen etc.), die mit einander verglichen 
werden. Ausführlicheres cf. Meinong a. a. 0. IL p. 44 [614] f.] 
zu fassen sind, so sind doch diese ersten Relationen an und 
für sich für die Geometrie irrelevant.^) Die Relationen müssen 
sich zuletzt auf Fundamente stützen, die nicht mehr Relationen 
sind. Man konnte aber eben schon die Strecken als jene 
primären Fundamente ansehen, welche in den Relationsurteilen 
der Längenmessung auftreten. Dann ist ein weiteres Zurück- 



^) Will die Mathematik bestimmte Deünitionen aufstellen, so mufs 
sie sich allerdings um solche ersten Relationen kümmern; aber, wie 
gesagt, nur bei den Begriffsbestimmungen. 

*) Dem müssen wir nochmals entschieden widersprechen. Wir 
halten im Gegenteil gerade die Untersuchungen fdr prinzipiell aufser- 
ordentlich wichtig, besonders bei der Frage nach den Grandlagen der 
Geometrie. 
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gehen auf die absoluten Orte nicht notwendig. Wenn man 
die psychologische Vorstellungsweise zu Rate zieht^ ergiebt 
sich folgendes: Man kann sich eine Distanz einmal als durch 
zwei Punkte gegeben denken ; das andere Mal durch eine 
Strecke.^) Im ersten Falle liegt in der Distanzvorstellung 
die Vorstellung einer Relation zwischen absoluten psycho- 
logischen Orten^ im zweiten Falle ist von einer Relation nichts 
zu bemerken. Es ist von einem Vergleich zwischen irgend 
etwas nichts zu bemerken^ wie etwa früher die Orte der Punkte 
verglichen wurden. Man stellt sich nur ein Stück einer Ge- 
raden vor.^'^) 

„Es ist auch nur ein Objekt, was jetzt vorgestellt wird; 
nämlich die Strecke, während früher zwei Punkte vorgestellt 
wurden." 

„Der Umstand, dafs man zu einer Distanzmessung die 
gerade Linie benötigt, bringt es mit sich, dafs man sich in 
der Geometrie die Distanzen immer durch Gerade ausgefüllt 
denkt, daher in der Geometrie nicht von Punktdistanzen, son- 
dern von Strecken die Rede ist."^) 

„Es ist überhaupt schwer abzusehen, wieso für den wissen- 
schaftlichen Gebrauch der Geometrie Distanz etwas wesentlich 
anderes sein sollte, als ein Stück einer Geraden. Es ergiebt 
sich also folgendes: Das, was man ohne Unterschied schlecht- 
weg Vorstellung einer Distanz nennt, existiert unzweifelhaft 
in zwei psychologisch verschiedenen Formen, nämlich Vor- 



^) Diese Scheidung scheint uns nicht richtig. Die Strecke ist nur 
die anschanliche Darstellung der Distanz zweier Punkte, nicht etwas 
anderes als Punktdistanz, das diesem gegenüber gestellt werden könnte. 

^ Dieses Stück einer Geraden können wir uns aber nicht ohne die 
Begrenzungspunkte vorstellen. Bei einer Strecke treten also sehr wohl 
Relationen auf, die Beziehungen der Strecke zu ihren Begrenzungs- 
punkten und der Begrenzungspunkte unter einander. Die Strecke kann 
denmach nicht als ein primäres Fundament angesehen werden. Es 
handelt sich nicht, wie Verfasser meint, nm ein Objekt — das wftre 
nur eine sehr äufserliche Auffassung — , sondern um mehrere. Erst bei 
der Vergleichung mehrerer Strecken kann man in gewissem Sinne von 
den inneren Beziehungen der Bestimmungsstacke einer Strecke absehen. 

') Auch dies mufs bestritten werden. Man vergl. Bolzanos am An- 
fange dieses Paragraphen zitierten Ausspruch. 
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Stellung einer Punktdistanz und einer Strecke. !Nur die 
letzte Vorstellungsweise aber ist es^ welche eine 
mathematische Bearbeitung erfährt und der Aus- 
gangspunkt des Längenbegriffes wird, indem die Strecken 
unmittelbare Fundamente der in der Geometrie auftreten- 
den Yergleichungsrelationsurteile über lineare Ausdehnungen 
werden/' 

Haller von Hallerstein, Lehrb. d. Elem««Math. — 
Berlin 1890. 

p. 4: ,,Die Strecke mifst die Entfernung zweier Punkte/* 



§ 3. Lagen- und Mafsuntersnclinngen. 

In den meisten Lehrbüchern schliefst sich direkt an die 
Erörterung der bis jetzt behandelten Grundbegriffe, wobei 
diese jedoch durchaus nicht gebührende Berücksichtigung er- 
fahren, die Lehre von den Winkeln an. An der Spitze steht 
eine der üblichen Definitionen, dann folgen sofort die beson- 
deren Arten: das Ganze schliefst sich höchst unvermittelt an 
den Anfang an und ist offenbar gar nicht geeignet, weder auf 
den Schüler besonders anregend einzuwirken, noch ihm einen 
wirklichen Begriff geometrischer Betrachtungsweise und mathe- 
matischen Denkens zu geben. Viele Lehrbücher geben auch 
erst noch eine Zusammenstellung allgemein mathematischer 
und dann besonderer geometrischer Grundsätze, wobei das 
Bemühen, den Stoff zu beschränken, meist zu einer Auswahl 
drängt, die je nach dem subjektiven Empfinden des Verfassers 
sich regelt, oft aber auch den Eindruck macht, als wäre hier 
schon eine .gewisse Norm getroffen. Der Gedanke, dafs es im 
Unterricht auf ein paar sogenannte Grundsätze mehr oder 
weniger nicht ankomme, scheint allmählich mehr und mehr 
Anhänger zu gewinnen,*) seit — soweit ich es übersehen 
kann — E. Müller zuerst dafür eingetreten ist. Aber ebenso 
sehr wie die Zahl der Grundsätze methodisch nicht ins Ge- 



^) Man vergleiche Band I, Seite 29. 
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wicht fällt, mit ebenso entschiedenen Nachdruck mufs hervor- 
gehoben werden, dafs nichts thörichter sein dürfte, als am 
Anfange des Unterrichts dem Schüler eine Tabelle Grundsätze 
einzuprägen, mit denen &r vorläufig gar nichts anzufangen 
weifs.^) Mit diesem Verfahren hatte man. sich entschieden 
von der natürlichen Lehrweise - und keineswegs zum Vor- 
teile des Unterrichts — entfernt. Man bringe die Grundsätze 
da, wo man ihrer zuerst bedarf. 

Meiner Meinung nach müssen sich an die ersten Be- 
trachtungen über Raum, Körper, Flächen, Linien und Punkte 
(ausgehend von der Grenz betrachtung),^) nach einer kurzen 
Hinweisung auf die Bedeutung der Geometrie, wobei wesent- 
lich der praktische Wert betont werden darf, sofort Unter- 
suchungen über die Lage anschliefsen. Hierbei geht man 
dann, wie ich schon dargelegt, vom Punkte aus, da die Raum- 
gebilde jetzt losgelöst von ihren direkten Beziehungen (Grenzen) 
als selbständige Gebilde angesehen werden müssen. In früheren 
Zeiten pflegte man der Kombinationslehre einen ganz beson- 
deren V7ert für die Bildung beizulegen und in ihr das vor- 
züglichste Bildungsmittel des mathematischen Unterrichts zu 
sehen. Und gewifs nicht ganz mit Unrecht! Vor einer über- 
triebenen Schätzung mufs man sich allerdings hüten, aber die 
Wichtigkeit dieses Zweiges mufs anerkannt werden. Nur 
möchte ich auch hier betonen, dafs es nach meiner Meinung 
weniger auf die Lehren der Kombination selbst ankommt. 



*) Vergl. Lehrproben und Lehrgänge. 32. Hefb. 1892: Dr. A. Gille, 
Didaktisches aus dem planimetrischen unterrichte. In diesem Aufsatze 
heifst es p. 96: „In den meisten Lehrbüchern werden die Grundsätze 
nach alter Euklidischer Manier für sich allein, ohne Zusammenhang mit 
den andern der eigentlichen Planimetrie vorausgeschickt. So unver- 
mittelt an den Schüler herangebracht, in welchem sich gar kein Inter- 
esse denselben entgegenstreckt, können sie durch ihre abstrakte und oft 
recht unklare Form nicht dazu beitragen^ ihm den Eingang zur Mathe- 
matik leichter und angenehmer zu machen.** Ebenfalls in diesem Sinne 
schreibt mir Direktor Thaer- Halle: „Was ich für nötig halte zu be- 
tonen, ist, dafs nicht alle Grundsätze den gesamten Lehrsätzen voran- 
gestellt werden können." . 

*) Gerade und Ebene werden als bekannte Vorstellungen voraus- 
gesetzt und vorläufig nicht eingehend behandelt. 
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als auf eine geschickte Anwendung in den verschiedenen 
Zweigen des mathematischen Unterrichts. So bietet auch, der 
planimetrische Unterricht auf allen verschiedenen Stufen ein 
sehr geeignetes Feld zu Kombinationen — und gerade diese 
praktische Kombinationslehre erscheint mir von grolserem 
methodischem Werte, als die eigentliche theoretische. So 
mochte ich ein Beispiel erwähnen, das mir besonders geeignet 
erscheint, die Wahrheit des Ausgeführten zu bekräftigen, das 
ist die Lehre vom Parallelogramm. Hier bietet sich bei der 
Aufstellung der ümkehrungen eine sehr gute Gelegenheit, 
Kombinationen (im ganzen 9) zu bilden, über deren Gültig- 
keit natürlich Untersuchungen anzustellen resp. Beweise bei- 
zubringen sind. So gestaltet sich diese eine Figur zu einer 
reichhaltigen Quelle fruchtbarster Thätigkeit. 

Diese Kombinationen haben femer das Gute, dafs sie ge- 
wissermafsen ein Gerippe des Inhalts geben, das leicht im 
Gedächtnis haftet oder wenigstens leicht wieder reproduziert 
werden kann. 

Der Gang des planimetrischen Anfangsunterrichtes mag 
sich nun folgendermafsen gestalten. 

Iiagenbetrachtungen« 
I. Systematischer Aufbau.^) 

A. 

1. Punkt und Punkt. 

(Bei diesen Erörterungen kommt man zu den Begriffen: 
Richtung, Abstand, Strecke, Strahl, Gerade, Kreis. Ver- 
gleichungen von Strecken schliefsen sich an.) 

2. Punkt und Gerade. 

3. Punkt und Kreis. 



^) Ich beschränke mich bei diesen ersten BetrachtoDgen auf je zwei 
Elemente. Es könnte in Erwägung gezogen werden, ob man weitere 
Elemente in den Kreis der Betrachtung ziehen soll; z. B. die Möglich- 
keit unendlich vieler Geraden durch einen Punkt, dem dual die un- 
endlich vielen Funkte auf einer Geraden gegenüberstehen. Wenn man 
derartige Betrachtungen schon hier anstellen will, dann mufs man 
jedenfalls das duale Prinzip anwenden. 
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B. 

1. Gerade und Punkt. 

2. Gerade und Gerade. 

3. Gerade und Kreis. 

C. 

1. Kreis und Punkt. 

2. Kreis und Gerade. 

3. Kreis und Kreis. 

IL Ausführung. 

A) 1. Punkt und Punkt. Hier kann ich mich prinzipiell 
ganz kurz fassen^ da die wichtigsten hierher gehörigen Unter- 
suchungen schon im Anfange des fünften Kapitels im ersten 
Bande zum Teil erledigt sind, zum Teil in den beiden ersten 
Paragraphen dieses Kapitels.^) Es möge nur noch einmal 
wiederholt werden, dafs wir mit Hülfe dieser einfachen Ele- 
mente eine ganze Reihe sich natürlich ergebender neuer Ele- 
mente erhalten. Besonders möchte ich als äufserst wichtig 
das betonen, dafs sich bei diesen Betrachtungen die Elementar- 
gebilde Gerade und Kreis (s. I 5) aufs natürlichste ergeben. 
Gerade diese erste Untersuchung ist also von ganz besonderer 
Bedeutung. Will man die Begriffe des Strahlenbüschels und 
der Punktreihe entwickeln, so bietet sich ebenfalls hier die 
natürlichste Gelegenheit. Ich mufs allerdings gestehen, dafs 
ich den Begriff des Strahlenbüschels im planimetrischen Ele- 
mentarunterricht für entbehrlich halte, während auf der andern 
Seite die Punktreihe nicht wohl entbehrt werden kann. Punkt- 
reihe und Träger der Punktreihe sind zwei dem kindlichen 
Begreifen zugängliche Vorstellungen, deren innere Beziehung 
mir für die Auffassung der Geometrie sehr wertvoll erscheint 
und die ich deshalb nicht bei Seite lassen möchte. Sie sind 
übrigens besonders bei der Entwickelung des geometrischen 
Ortes von wesentlicher Bedeutung und es bietet sich auch 
sonst häufiger Gelegenheit, von ihnen Gebrauch zu machen. 

^) Man vergleiche auch das dritte Kapitel des ersten Bandes. 
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Auch dafs der mirsverständlichen Auffassang^ als wenn eine 
Linie etwa aus einzelnen Punkten bestände oder aus solchen 
zusammengesetzt gedacht werden konne^ durch eine klare Er- 
fassung der Begriffe Punktreihe und Träger der Punktreihe 
entgegengearbeitet wird, läfst es uns wünschenswert erscheinen^ 
diese Betrachtungen gleich anfanglich zu erledigen. 

Was nun die praktische Durchführung betriffb, so wird 
man natürlich auch hier sich schon von Anfang an der Tafel 
bedienen, obwohl die ersten Untersuchungen ebenso gut und 
unverändert auch im Baume angestellt werden können. Merkt 
man, dafs man es mit einer verständnisvollen Klasse zu thun 
hat, so wird es gewifs von Nutzen sein, darauf hinzuweisen, 
dafs Bichtung, Abstand, Strecke, Strahl, Gerade zu ihrer Vor- 
stellung der Ebene nicht bedürfen. Vorsichtig mufs mau 
dabei — wie ich glaube — allerdings sein. Man könnte leicht 
mehr Verwirrung hervorrufen, als durch diese Verallgemeine- 
rung Nutzen geschaffen wird. Der Fall, dafs die beiden Punkte 
zusammenfallen, darf bei diesen Betrachtungen nicht über- 
gangen werden. Er ist als der speziellere Fall dem Aufser- 
einanderliegen nachzustellen. 

Unter die Begriffe, die sich bei der Betrachtung zweier 
Punkte ergeben, gehört wesentlich der der Strecke, in der der 
Abstand zur Veranschaulichung kommt, die in gewissem Sinne 
als das Mafs des Abstandes — besser der geradlinigen Be- 
wegung — aufgefafst werden kann. 

Von dem Begriffe der Bewegung — der uns weiter unten 
theoretisch beschäftigen wird — mache ich ohne weiteres dcD 
ausgiebigsten Gebrauch. Ich glaube auch, dafs dem wirklich 
kein ernstes Bedenken entgegensteht. Ich lasse nun die beiden 
Punkte einander näher rücken etc., d. h. ich nehme alle mög- 
lichen Veränderungen in der Lage vor. Dabei wird man den 
einen Punkt wohl fest in seiner Lage lassen, weil sich dann 
die Betrachtungen vereinfachen. Gerade in dieser von Anfang 
an durchgeführten Beweglichkeit der ßaumelemente resp. Raum- 
gebilde — wie diese Beweglichkeit aufzufassen sei ihrem Wesen 
nach, das habe ich schon im ersten Bande, Seite 308, aus- 
einandergesetzt, ein näheres Eingehen findet sich im vierten 
Kapitel dieses Bandes — sehe ich ein vorzügliches Hülfsmittel 
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der geometrischen Betrachtungen; nur wenn wir alles An- 
geschaute in immer anderer Lage betrachten^ so in unserem 
Beispiele einmal die Punkte horizontal neben einander, dann 
vertikal über einander, dann den festen Punkt rechts oben, den 
andern links unten u. s. f. zeichnen, wird man die Schüler 
von jedem schablonenhaften Erfassen der Lagenbeziehungen 
frei machen können. Fast durchweg ist zu beachten, dafs die 
Schüler die vom Lehrer an die Tafel gezeichnete Figur in 
derselben Lage in ihr Heft zeichnen, man mufs deshalb von 
Anfang an darauf achten, dafs der Gedanke nicht in dem 
Schüler aufkommt, die Figur müsse gerade so gezeichnet 
sein, wie sie zuerst gezeichnet worden ist. Hat man einen 
Lehrsatz an der Tafel der Klasse vorgeführt und ruft dann 
einen Schüler auf, so kann man sicher sein, dafs er die Figur 
gerade wieder so zeichnen wird, wie sie vom Lehrer gezeichnet 
war — dafs die ursprüngliche Figur an der Tafel stehen 
bleibt und etwa alle, die aufgerufen werden, an derselben 
Figur ihr Kunststück machen, halte ich für einen aufserordent- 
lieh schweren methodischen Fehler, der hoflfentlich nur noch 
ganz vereinzelt vorkommt. Gegen derartiges Auffassen der 
Figur mufs man also von vornherein energisch ankämpfen 
und beständig dafür sorgen, dafs durch eine immer andere 
Darstellung des Raumbildes die Phantasie zu lebhafter Thätig- 
keit angespornt wird, dafs — ich wiederhole es — von vorn- 
herein jede Art von Schablone gänzlich ausgeschlossen wird.^) 
Auf diese Weise wird man es auch erreichen, dafs man die 
zuerst gleich in ziemlicher Zahl dem jugendlichen Geiste sich 
neu darbietenden Begriffe gehörig verarbeitet, dem Verstände 
und Gedächtnis einprägt, ohne in den schwersten Fehler des 
Unterrichts zu fallen, nämlich langweilig zu werden. 

Da nun die Strecke das Bild des Abstandes oder das 
Mafs des Abstandes ist, so kommen wir, indem wir die beiden 
Punkte in allen möglichen Lagen betrachten, sowohl der 



^) Bartholomäi, Geradlinige Planimetrie. Vorrede: 
„Der Schuler soll soviel Phantasie haben, dafs er eine Figur nach 
dem Texte entwerfen kann. Die Figur abzeichnen übt die Anschauung 
zehnmal so viel, als sie ansehen; dieselbe aber zeichnen, zehnmal so 
viel, als sie abzeichnen/* 

Schotten, der planimetr. Unterricht. II. 5 
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Richtung als dem Abstände nach^ sofort nach den ersten Be- 
trachtungen ungezwungen auf die Vergleichung von Strecken. 
Auch hier wieder überlegen wir uns, wie viel Fälle sind 
möglich. Es ergeben sich deren drei. Die beiden Strecken 
seien a und &.^) Die drei Fälle sind dann 

1. a>h. 

2. a^^^h, 

3. a<6. 

In dieser oder der umgekehrten Reihenfolge müssen die 
Betrachtungen angestellt werden. Vielleicht liefse sich aber 
auch rechtfertigen 

1. a=^b {a verschieden von 6). 

2. a =^b. 

Keinesfalls aber darf der letzte Fall als der Spezialfall 
vor dem andern behandelt werden, wenn er auch als der 
wichtigere viel gröfsere Bedeutung hat.^) Mir scheint die 
Dreiteilung deshalb vorzuziehen, weil wir dann wiederum die 
Veränderlichkeit berücksichtigen können. Es werden zuerst 
die beiden Strecken verglichen unter der Voraussetzung 

Wir nehmen an, dafs wir a bewegen können, ohne dafs 
es dabei seine Gestalt oder Gröfse ändert. Wir legen sie 
dann mit dem einen Endpunkte auf einen von b: wir schieben 
a, bis es mit dem einen Endpunkt auf einen von b fällt; dann 



*) Eine genau geregelte Bezeichnung mufs im ganzen planimetrischen 
Unterrichte mit aller Strenge durchgeführt werden. Alle Pankte lasse 
ich mit grofsen lateinischen Buchstaben bezeichnen, Strecken mit kleinen 
lateinischen Buchstaben, Linien mit grofsen deutschen Buchstaben, Winkel 
mit grofsen lateinischen Buchstaben, über die ein Dächelchen gemacht 

wird, z. B. ^ — da die Verwendung der früher gebrauchten kleinen 
griechischen Buchstaben im Anfange des Unterrichts ja nicht mehr mög- 
lich ist. Auch müssen im Sprechen die yerschiedenen Gebilde Strecke, 
Strahl, Gerade immer genau auseinandergehalten werden. 

*) ß. Sturm, Die neuere Geometrie auf der Schule. H. Z.I p. 482: 
„Wie sich die Schüler eben bewufst geworden sind, dafs die Gleich- 
heit zweier Längen viel unwahrscheinlicher ist als die Ungleichheit, und 
also, wenn sie unter gewissen Umständen eintritt, eines Beweises bedarf, 



so . . ." 
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drehen wir, bis die beiden Strecken in dieselbe Richtung 
fallen, also neben dem einen Endpunkte die Richtung gemein- 
sam haben, dann fällt der zweite Endpunkt von a über den 
zweiten Endpunkt von b hinaus und zwar in die Verlängerung 
der Strecke b — was unter Verlängerung zu verstehen sei, ist 
schon vorher bei der Entstehung der Geraden aus der Strecke 
erörtert worden, — 

Dann lassen wir die Strecke a kleiner werden, so wird 
der Fall eintreten, dafs a = b. Wir stellen nun wieder die- 
selben Betrachtungen wie im ersten Falle an. Jetzt ergiebt 
sich die völlige Deckung der beiden Strecken.^) 

Wird nun a noch kleiner, so haben wir den dritten Fall 
a < 6. Jetzt föUt der Endpunkt a in die Strecke b selbst^ 
zwischen deren Endpunkte. 

Hieran schliefsen sich dann sofort Übungen, um in erster 
Linie auch die Umkehrungen der angestellten Betrachtungen 
in den Kreis der Überlegung hineinzuziehen. Dafs diese 
Streckenvergleichungen gleich hier, im Anschlufs an die Be- 
trachtung zweier Punkte, behandelt werden, ist nicht nur 
natürlich und ungezwungen zu gestalten, wir werden sehen, 
dafs wir auch sofort weitgehende Anwendungen dieser Be- 
trachtungen in den folgenden Fällen machen können und 
müssen. 

Ebenso gehört auch hierher das Addieren und Subtrahieren 
von Strecken, das wegen der bald folgenden Anwendungen 
richtig geübt werden mufs. 

Gleich diese erste Gelegenheit benutze ich übrigens, um 
den Schüler auf das Unzureichende der sinnlichen Anschauung 
aufmerksam zu machen. Naturlich werden die beiden be- 
trachteten Strecken wieder in allen möglichen Lagen gezeich- 



^) Ich lasse diesen Fall in Form eines Satzes aussprechen: „Legt 
man zwei gleiche Strecken mit den Anfangspunkten und der Richtung 
aufeinander, so fallen auch die Endpunkte zusammen/^ Er dient dann 
später als Hülfssatz bei den Beweisen der Eongruenzsätze. Zugleich ist 
es von Wert, schon hier darauf hizuweisen, dafs Gleichheit von Strecken 
dazu benutzt werden kann, das Zusammenfallen von Punkten zu be- 
weisen oder besser umgekehrt, dafs das Zusammenfallen von Punkten 
auf Gleichheit von Strecken zurückgeführt wird. 

5* 
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net, es bietet sich also Gelegenheit^ z. B. die Sinnes täuschung, 
dafs von zwei gleichen Strecken die vertikale langer erscheint 
als die horizontale, vorzuführen. Von ganz besonderem Werte 
aber scheint es mir, Übungen im Taxieren anzustellen, um 
die Anschauung auszubilden. Ähnlich liegende Strecken zu 
vergleichen, wird auch dem Ungeübtesten ziemlich leicht 
fallen, aber bei verschiedener Lage zeigt sich schon, dafs wir 
uns auf unser Auge nicht verlassen können und dafs selbst 
reiche Übung darin nichts wesentlich bessert. Das giebt mir 
denn Veranlassung, von dem Unterschiede der praktischen Ver- 
gleichung von Strecken — et^a im täglichen Leben — und 
von der mathematischen Vergleichung zu sprechen. Besonders 
wertvoll ist es dabei, gleiche Strecken zu zeichnen oder Modelle 
aus starkem Draht herstellen zu lassen — wie sich denn über- 
haupt empfiehlt gerade bei diesen Untersuchungen Stäbe an- 
zuwenden, von denen allerdings der eine veränderlich in seiner 
Länge sein mufs. Es mufs dann hervorgehoben werden, dafs 
mathematisch die Voraussetzung das Gültige aussagt, ohne 
Rücksicht auf die sinnliche Darstellung. Es kommt nur 
darauf an, was von den Dingen ausgesagt wird, nicht wie 
wir sie sehen. Sprechen wir von zwei gleichen Strecken, so 
handelt es sich um völlige Gleichheit, nicht um annähernde, 
wie sie bei der Zeichnung mit Kreide ja nur hergestellt 
werden kann. Besonders bei der Umkehrung ist es von 
wesentlicher Bedeutung, hierauf zu achten. Wenn wir zwei 
Stäbe aneinander legen und sie fallen mit Anfangs- und End- 
punkten zusammen, so nennen wir sie gleich; aber ob sie 
mathematisch gleich sind, das ist eine ganz andere Frage; 
die würden wir nur bejahen können, wenn wir mathematisch 
gewifs behaupten können, dafs je zwei Endpunkte zusammen- 
fallen. Alle diese Betrachtungen sind von nicht zu unter- 
schätzender Bedeutung; gerade im Anfangsunterricht handelt 
es sich darum, recht genau zu verfahren, keine Unklarheit 
zurückzulassen. Es darf schon etwas mehr Zeit kosten, man 
wird das später reichlich wieder einbringen dadurch, dafs der 
Schüler mit ganz anderem Verständnis an die Betrachtung 
der geometrischen Verhältnisse herangeht. Aber man mufs 
dafür sorgen, dafs dieses genaue Vorgehen den Schülern nicht 
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langweilig wird — und da ist es vor allen Dingen notwendig, 
dafs der Schüler sich nicht einfach rezeptiv verhalte. Die an- 
gestellten Betrachtungen sind aber auch derartig, dafs eine 
fortwährende Mitarbeit der Schüler sehr leicht möglich ist, 
ja ich habe gefunden^ dafs die Schüler durchweg mit grofsem 
Interesse auf diese Lagenbetrachtungen und alles, was sich 
damit verknüpft, eingeben. Manche gute Frage zeigt den 
Erfolg des Unterrichts und bald wird man nur noch den all- 
gemeinen Gang leiteu, die Einzelheiten werden von den 
Schülern selbst gefunden. 

Als äufserliches Hülfsmittel, das Interesse zu heben, ver- 
wende ich übrigens bei allen Zeichnungen bunte Kreide oder 
bei Darstellung durch Modelle bunte Stäbe. ^) 

A) 2. Punkt und Gerade. 

Zwei Fälle sind möglich. 

1. Die Gerade & geht nicht durch den Punkt P. 

2. Die Gerade geht durch den Punkt P. 

Geht die Gerade nicht durch den Punkt, so sagt man die 
beiden Gebilde liegen aufsereinander. Auf der Geraden ® giebt 
es einen Punkt, der von allen Punkten der Geraden dem 
Punkte P am nächsten liegt. Wir wollen ihn als „Nachbar- 
punkt" des Punktes P bezeichnen. Verbinden wir P mit dem 
Nachbarpunkte -4, so giebt die Strecke PÄ den Abstand von 
Gerade und Punkt an. Betrachtet man die Punkte auf & von 
Ä aus nach beiden Seiten hin, so liegen sie immer weiter 
von P entfernt, je weiter sie von Ä entfernt sind. Es leuchtet 
sofort ein, dafs es aufser Ä auf & immer zwei Punkte giebt, 
die von P ebenso wie von Ä gleichweit entfernt sind. Hält 
man P fest und läfst ® sich bewegen, so sind verschiedene 
Bewegungen möglich. 

Ehe wir hierauf eingehen, wollen wir aber noch 

^) J. H. T. Müller, Lehrb. der Geometrie. Vorrede: „Auch darf 
man hierbei nicht übersehen, dafs es so leicht und für den jüngeren 
Schüler so anziehend ist, sich, was ihm etwa undeutlich bliebe, durch 
Anwendung ganz einfacher mechanischer Hülfsmittel vollständig 
anschaulich zu machen . . . gerade dieses sofortige und selbsteigene Her- 
vorbringen eines Gebildes führt ihn so sicher und bleibend zum Ver- 
Btändnis der Sache, dafs ein solches Verfahren nicht dringend genug 
anempfohlen werden kann." 



< 
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folgende Betrachtungen anstellen. Verlängert man die Strecke 
FA über P sowohl wie über A hinaus, so erhält man eine 
zweite Gerade. Wir bezeichnen jetzt die gegebene Gerade 
mit @^y die neue mit (S,. Man sagt 0, liege senkrecht zu 
®^. Es ist vorläufig nicht nötig, näher hierauf einzugehen, 
Man kann sich mit der einfachen Angabe dieser Bezeichnung 
begnügen. 

®i kann sich nun so bewegen, dafs A der Nachbarpankt 
von P bleibt, wir können uns zweitens ©^ in sich verschoben 
denken, dann erhält man andere Nachbarpunkte, aber diese 
haben immer gleichen Abstand von P, wie vorher A. Drittens 
können wir ©^ um A drehen; dabei bleibt A von P gleich- 
weit entfernt — während es in den ersten Fällen seinen Abstand 
von P änderte resp. der Abstand TA ein anderer wurde und 
zwar konnte PA gröfser und kleiner werden. Während aber 
PA unverändert bleibt, ändern im Falle der Drehung die 
andern Punkte von ®^ ihre Lage gegen P, die Punkte auf 
der einen Seite von A kommen dem Punkte P näher, die auf 
der andern entfernen sich von P Während der Drehung 
werden immer neue Punkte Nachbarpunkte von P, bis schliefs- 
lich der zweite Hauptfall eintritt und ©^ durch P hindurch- 
geht, P mit seinem Nachbarpunkte zusammenfallt. 

Bei den zuerst geschilderten Bewegungen von ©^ bleibt 
die senkrechte Lage der beiden Geraden ©^ und ©^ bestehen, 
dreht man aber ®^ um A^ so sind die beiden Geraden nicht 
mehr senkrecht zu einander. Nur bei der Verschiebung der 
Geraden in sich selbst bleibt der Abstand von Punkt und 
Gerade derselbe — obwohl A nicht Nachbarpunkt bleibt. 
Bewegen wir ©^ so, dafs A Nachbarpunkt bleibt, so ändert 
sich trotzdem der Abstand; bei der Drehung seh lief slich bleibt 
A nicht Nachbarpunkt und zugleich ändert sich der Abstand 
von Punkt und Gerade. In diesem Falle wird der Abstand 
auf jeden Fall kleiner, denn während PA sich gleich bleibt, 
d. h. A von P gleichweit entfernt bleibt, kommen andere 
Punkte von ®i dem Punkte P näher, bis schliefslich der Ab- 
stand verschwindet, wenn ©^ durch P geht. 

Bei diesen Betrachtungen ergiebt sich schon eine mannig- 
fache Anwendung der Streckenvergleichung. 



j—j 
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A) 3. Punkt und Kreis. 
Drei Fälle sind möglich. 

1. Der Ereis Ä geht nicht durch den Punkt P, sodafs Ä 
aufserhalb liegt 

2. Der Ereis Ä geht durch P. 

3. Der Ereis Ä geht nicht durch den Punkt P; Ä liegt 
so, dafs es den Punkt P einschliefst 

Hier gilt es wieder einen neuen Begriff einzuführen, den 
des Zentralabstandes. Aufserdem haben wir, ebenso wie bei 
der Betrachtung von Punkt und Gerade, auch hier einen Punkt 
des Ereises, welcher P am nächsten liegt und den wir als 
Nachbarpunkt bezeichnen wollen. Im ersten Falle ist der 
Zentralabstand, den wir ein für allemal mit z bezeichnen 
wollen, während Z der Mittelpunkt ist, grofser als der Radius. 
z besteht nämlich aus zwei Stücken, aus PA {Ä ist der 
Nachbarpunkt) und ÄZ^=r, z also >r. Verbindet man 
irgend einen andern Punkt B des Ereises mit P und Zy so 
ist nach unserer Definition des Abstandes PZ < PB + BZ. 
Da nun BZ=AZ=r ist, so folgt, dafs PB > PA. B war 
nun ganz beliebig gewählt; es geht also mit unwiderleglicher 
Eiarheit hervor, dafs PZ wirklich durch den Nachbarpunkt 
geht, dafs A der Nachbarpunkt von P ist. Ganz ähnlich 
läfst sich nun weiter zeigen, dafs es auf ^ einen Punkt giebt, 
der von P am weitesten entfernt ist und dafs dieser Punkt 
der Gegenpunkt von A ist. 

Auch diese Gelegenheit ist vorzüglich geeignet, den Unter- 
schied zwischen mathematischer oder reiner Anschauung und 
dem blofsen rein sinnlichen Betrachten klar zu machen, indem 
man B einmal ganz nahe bei A wählt. 

Wie in A) 2 die Gerade, so lassen wir nun den Ereis 
sich bewegen. Die sich darbietenden Betrachtungen sind denen 
in A) 2 völlig analog. Im Unterrichte ist es natürlich an- 
gebracht, sie in ganzer Ausführlichkeit durchzunehmen, hier 
wird es genügen, darauf hinzuweisen und als besonders 
wichtig den Fall herauszugreifen, dafs ^ sich so bewegt, dafs 
A Nachbarpunkt bleibt. Das ist hier auf zwei Arten möglich, 
einmal indem Z in immer gleichem Abstände von P bleibt, 
sich auf einem Ereise um P bewegt (zu beachten, dafs der Kreis Ä 
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dabei zwei Bewegungen ausführt^)), dann indem Z sich, auf der 
durch PZ bestimmten Geraden bewegt. Bewegt sich dabei Z auf 
F zu, so wird is immer kleiner; da r sich gleich bleibt, so mufs 
also PA sich ändern, kleiner werden; schlief slich wirdPJ. = 0, 
d. h. der Punkt P föllt mit seinem Nachbarpunkte Ä zusammen, 
der Ereis Ä geht durch P. wird in diesem Falle =r. Setzt 
man die Bewegung im selben Sinne fort, so wird nun z <iry 
während Ä Nachbarpunkt von P bleibt, bis Z mit P zusammen- 
fällt. Bewegt man auch jetzt noch ß im selben Sinne weiter, 
so wird Ä plötzlich der von P am weitesten entfernte Punkt 
und sein Gegenpunkt wird Nachbarpunkt von P. Wir haben 
einen Grenzfall gehabt, nämlich den speziellen Fall, dafs sämt- 
liche Punkte des Kreises P gleichen Abstand hatten. P ist dabei 
— bei dem Passieren des Kreises — aus einem äufseren ein 
innerer Punkt geworden und bleibt es, so lange z<,r isf ^ 

Man sieht, es ergiebt sich bei diesen einfachen Betrach- 
tungen eine Fülle von Beziehungen und Untersuchungen, die 
auf die vielfältigste Weise in inmier neuen Lagen vor Augen 
geführt dem Schüler ein weites Gebiet neuer Anschauungen 
eröffnen, ein Gebiet aber, das seinem Können keine unüber- 
steiglichen Hindemisse in den Weg legt und ihn deshalb auch 
nicht zurückstöfst, im Gegenteil sein Interesse erweckt und 
dauernd fesselt und — was als das wertvollste erscheint — 
ihn in fortwährender Mitarbeit die geometrischen Wahrheiten 
selbst finden läfst. 

B) 1. Gerade und Punkt. 

Es dürfte vielleicht schon beim systematischen Aufbau 
die Meinung aufgetaucht sein, dafs dieser Fall mit A) 2 völlig 
identisch sei. Das ist nicht an dem, wie sich gleich ergeben 
wird. Denn, während wir dort den Punkt festhielten und die 
Gerade sich bewegen liefsen, lassen wir jetzt die Gerade in 



^) Verschiebung und Drehung: Verschiebung des Zentrums längs 
Ä und Drehung von Ä um Z. — Die Bewegungen jede für sich sind 
ebenfalls zu erörtern. 

*) Die Betrachtungen lassen sich ferner noch vervielfältigen, wenn 
man den Kreis selbst als yeränderlich annimmt, d. h. bei festliegendem 
Z den Radius wachsen und kleiner werden läfst; doch fügen sich diese 
Untersuchungen nicht vOlüg organisch in den Gang des Ganzen ein. 
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fester Lage und den Punkt sich bewegen. Dafs dabei natürlich 
im wesentlichen Ähnliches wie bei A) 2 resultiert, liegt in der 
Identität der verwendeten Elemente. Es dient aber diese Behand- 
lung — von einem etwas anderen Gesichtspunkte, wie bei A) 2 — 
dazu die Betrachtungen zu vertiefen und zu befestigen. 

B) 2. Gerade und Gerade. 

Hier sind drei Fälle möglich. 

1. Die beiden Geraden haben keinen Punkt gemeinsam.^) 

2. Die beiden Geraden haben einen Punkt gemeinsam. 

3. Die beiden Geraden haben zwei Punkte gemeinsam. 

1. &i und @2 haben keinen Punkt gemeinsam. Man 
nennt daim die beiden Geraden parallel. Nimmt man auf 
einer der Geraden einen Punkt an und verbindet ihn mit seinem 
Nachbarpunkte auf der andern Geraden, so heifst die Strecke 
der Abstand der beiden Parallelen, denn es leuchtet ein, dafs 
diese Strecke immer gleich bleibt, wie wir auch P auf (S^ 
wählen. Denn würde dieser Abstand sich verändern, so 
müfsten die Geraden sich einander nähern oder sich von ein- 



^) Ich stehe durchaus auf dem Standpunkte, dafs man auf der 
Schule diesen Fall in diesem Sinne auffafst resp. darstellt. Sturm 
verlangt in seinem Aufsatze, Die neuere Geometrie auf der Schule 
(H. Z. I p. 474—490), dafs der Schüler schon mit den unendlich ent- 
fernten Gebilden bekannt gemacht werde. Dem widersprechen sowohl 
die Redaktion, wie verschiedene Schulmänner (z. B. Kober, Über die 
Definition des Parallelismus. H. Z. 1 p. 491—493; Ciala, H. Z. II 
p. 42—44; Reidt, H. Z. 11 p. 209—211), sodafs Sturm noch einmal in 
H. Z. II p. 391—409 das Wort zu dieser Frage ergreift. Konsequenter- 
weise müfste man dann den Schüler auch mit den imaginären Ereis- 
punkten bekannt machen; zu einem solchen Vorschlage ist man aber 
von keiner Seite her gekommen. Man vergleiche hierzu auch den Auf- 
satz, Noch einmal die neuere Geometrie und die unendlich entfernten 
Gebilde von F. Carl Fresenius in H. Z. II p. 494—504, der den rich- 
tigen Standpunkt in trefflicher Weise verteidigt. Es gehören femer 
hierher: 

Hoppe, Der exakte und einfache Begriff des unendlichen, nebst 
seiner Anwendung in der höheren und niederen Mathematik. H. Z. ITI 
p. 11—18. 

Kober, tJber das Unendliche und die neuere Geometrie. H. Z. III 
p. 249—264. 

Femer H. Z. III p. 155-162; 463, 265—267. 

Ein genaueres Eingehen behalte ich mir für das zweite Kapitel vor. 
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ander entfernen. Das würde aber zur Erkenntnis bringen^ 
dafs die beiden Geraden entweder von einem gemeinsamen 
Punkte herkämen oder einem solchen sich näherten. 

Vorläufig scheint mir eine derartige, wie ich zugebe, 
ziemlich äufseriiche Behandlung dieses Falles völlig aus- 
reichend. Diese Darstellung ist für den Schuler nicht nur 
ganz yerständlich^ sondern sie ist auch von irgend welchen 
Schwierigkeiten deshalb ganz frei, weil hier der Parallelismus 
nur als Name für eine besondere Lage zweier Geraden ge- 
geben wird: für die Lage, dafs die beiden Geraden keinen 
Punkt gemeinsam haben, woraus sich ergiebt, dafs sie überall 
gleichen Abstand haben. Wenn man will, kann man ja gleich 
hier Erörterungen über die Richtung daran knüpfen, doch 
schiebe ich diese gern weiter hinaus und operiere vorläufig 
nur mit dem Begriffe des Abstandes. 

2. ®i und ®2 haben einen Punkt gemeinsam. In diesem 
Falle sagt man, die beiden Geraden schneiden einander. Der 
gemeinsame Punkt heifst der Schnittpunkt der beiden Geraden. 

3. ®i und @2 haben zwei Punkte gemeinsam. Dann 
haben die beiden Geraden alle Punkte gemeinsam, fallen 
völlig zusammen. 

Nachdem so die drei Hauptfälle deutlich unterschieden 
und ausführlich betrachtet worden sind, mufs man nun eine 
gemeinsame Betrachtung daran knüpfen, indem man wiederum 
die Bewegung zu Hülfe nimmt. Jetzt wird sich nun Nr. 1 
in neuem Lichte mit Nr. 2 vereint darstellen. Die Bewegung, 
die hier in erster Linie in Frage kommt, ist die Drehung. 
Geht man von Nr. 1 aus und läfst etwa ®2 sich um einen 
Punkt drehen, so kommt sofort zur Erkenntnis, dafs bei der 
geringsten Drehung Nr. 1 in Nr. 2 übergeht, dafs nämlich 
die beiden Geraden einen Punkt gemeinsam haben. Es ist 
darauf zu achten, dafs die Drehung nach beiden Seiten mög- 
lich ist und dafs der Schnittpunkt auf der Seite liegt, nach 
welcher hin wir gedreht haben. Je kleiner die Drehung, um 
so weiter liegt der Schnittpunkt entfernt; bei der weiteren 
Drehung nähert sich der Schnittpunkt immer mehr dem 
Nachbarpunkte des Punktes, um den die Drehung stattfindet, 
bis er schliefslich mit ihm zusammenfällt. Wir haben dann 
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die senkrechte Lage der beiden Geraden. Der ganze Vorgang 
der Drehung von der ursprünglichen Lage bis wieder zu ihr^ 
sowohl nach der einen, wie nach der andern Seite ist mit 
grolser Ausführlichkeit und mit besonderer Benutzung der 
Anschaulichkeit darzustellen.^) Hierbei ist besonders darauf 
hinzuweisen, wie der Schnittpunkt immer weiter nach der 
einen Seite hinausrückt, wie dann der Fall eintritt, dals kein 
gemeinsamer Punkt vorhanden ist, und dann der Schnitt- 
punkt auf der anderen Seite in unmefsbarer Ferne liegt. Bei 
allen diesen Betrachtungen ist es erlaubt und völlig natur- 
gemäfs, auf die einfache Anschauung zu rekurrieren. 

Einen weiteren Gegenstand der Betrachtung bildet dann Nr. 2; 
jetzt lassen wir die eine Gerade sich um den Schnittpunkt 
drehen, neue Beziehungen tauchen auf, die Gelegenheit geben, 
den Begriff Bichtung von neuer Seite kennen zu lernen. Es ist 
dabei übrigens immer zu beachten, dafs die Untersuchungen 
sich völlig konsequent an die schon dagewesenen anschliefsen; 
so werden bei den zuletzt geschilderten Betrachtungen die- 
jenigen von A) 2 den Stütz- und Ausgangspunkt bilden müssen.^) 

Neben der drehenden Bewegung sind nun auch noch die 
anderen möglichen Bewegungen in den Kreis der Betrachtung 
zu ziehen, analog wiederum den Untersuchungen in A) 2, das 
ist einerseits die Verschiebung in sich selbst, dann die — wie 
wir jetzt sagen können — Parallelverschiebung. 

Noch eine Überlegung kann angestellt werden, die aller- 
dings besser ihre Stelle nach der gründlichen Erörterung des 
Parallelismus findet, nachdem der Ausdruck festgelegt ist, den 
man in Bezug auf die Richtung zweier Parallelen gebrauchen 
will. Da ich diese Betrachtungen erst im nächsten Kapitel 
einer näheren Erörterung unterziehen will, so will ich hier 
nur andeuten, dafs die Lage zweier Geraden auch unter dem 



*) Es wird sicli empfehlen, auch den umgekehrten Weg bei wieder- 
holter ßesprechung einzuschlagen. 

^ Den Begriff des Winkels lasse ich vorläufig ganz ans dem Spiele. 
Natürlich würde es nichts verschlagen, etwa folgende Erklärung zu 
geben: Haben die beiden Geraden einen Pankt gemeinsam, so sagt man, 
sie schneiden sich oder sie bilden einen Winkel; ganz analog dem ersten 
Fall, wo man sagt, sie heifsen parallel. 
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Gesichtspunkte betrachtet werden kann, dafs entweder die Ge- 
raden einen gemeinsamen Punkt haben oder gemeinsame Rich- 
tung. Tritt beides gleichzeitig ein, so fallen die beiden Geraden 
zusammen. 

B) 3. Gerade und Kreis. 

Der hier zu behandelnde Abschnitt wird die Vorzüge der 
im Vorstehenden dargestellten Behandlungsweise des plani- 
metrischen Stoffes in besonders hevorragender Weise zur 
Geltung bringen. Es wird sich zeigen, dafs bei der Dar- 
bietung der Lagenverhältnisse, wie sie sich vom Einfachsten 
aus aufbaut, eine ganze Reihe Beweise und Ausführungen, 
die an das Verständnis des Schülers grolse, oft nicht erfüllte 
Anforderungen stellen, entbehrlich macht und so dazu dienen 
wird, einen Teil des mathematischen Unterrichts in einer den 
Schüler interessierenden und ihn sympathisch berührenden 
Weise zur Klarheit zu bringen, der in der veralteten Form 
geeignet war, eher abschreckend als anregend zu wirken.^) 
Es gilt vor allem wieder die Möglichkeit der verschiedenen 
Fälle festzustellen. Es sind deren drei: 

1. Gerade und Kreis haben keinen Punkt gemeinsam. 

2. Gerade und Kreis haben einen Punkt gemeinsam. 

3. Gerade und Kreis haben zwei Punkte gemeinsam. 

1. Gerade und Kreis haben keinen Punkt gemeiuaam, der 
Kreis liegt aufserhalb der Geraden. 

Zunächst suchen wir den Nachbarpunkt des Zentrums auf, 
er werde mit P bezeichnet. P ist also derjenige Punkt der 
Geraden, der Z am nächsten liegt oder wir suchen den Punkt 
des Kreises auf, der der Geraden am nächsten liegt, die 
Nachbarpunkte des Kreises und der Geraden. Nach den Aus- 
führungen in A) 3 ist sofort ersichtlich, dafs die beiden 
Nachbarpunkte von Gerade und Kreis sich ergeben, wenn wir 
Z mit P verbinden. Diese Strecke wird den Kreis im Punkte 



^) Zugleich wird dnrch diese Darstellnngsweise eine natürliche An- 
ordnung erreicht, die verhindert, dafs Zusammengehöriges auseinander- 
gerisseo, unverträgliches zusammengepackt wird. Alles, was man als 
ersten Teil der Ereislehre bezeichnen kann, wird hier imd in C) 1, 2, 3 
auf einfachste und natürlichste Weise behandelt uud dient wiederum 
dazu, anderes in neuem, klarerem Lichte darstellen zu können. 



i 
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A schneiden, der der Nachbarpunkt von P auf Ä ist. Das 
geht unmittelbar aus den Betrachtungen in A) 3 hervor. Da 
& keinen Punkt mit fi gemeinsam hat, so ist selbstverständ- 
h'ch, dafs auch der Punkt von @, der Z am nächsten liegt, 
weiter von Z entfernt sein mufs, als ein Punkt von fi. Es 
ergiebt sich also zunächst, dafs der Zentralabstand — die 
Strecke ZP — gröfser ist als der Radius. Ganz wie in A) 3 
wird auch erkannt, dafs ZF notwendig durch den Punkt von 
Ä geht, der der Nachbarpunkt von P ist, und dafs die Ver- 
längerung über Z hinaus den Punkt von Ä trifiPt, der von P 
am weitesten entfernt ist. Hier gereichen uns schon die 
Streckenvergleichungen, die wir in A) 1 anstellten, sowie die 
Untersuchungen von A) 3 zu grofsem Nutzen: es bietet sich 
Gelegenheit zu reichhaltiger Anwendung. Gelegentlich möchte 
ich übrigens hier bemerken, dafs sich im Laufe der Unter- 
suchungen schon eine grofse Reihe von Grundsätzen gezeigt 
haben, für deren genaue Formulierung und besondere Klarheit 
im Bewufstsein natürlich gesorgt werden mufs. 

2. Gerade und Kreis haben einen Punkt gemeinsam. 
Dies können selbstverständlich nur die Nachbarpunkte sein, 
die hier zusammenfallen. Die Gerade hat in diesem Falle 
den Namen Tangente. Aus den früheren Betrachtungen im 
Vergleich mit der jetzigen geht unmittelbar hervor, dafs der 
Zentralabstand, der gleich dem Radius ist, auf der Tangente 
senkrecht steht und umgekehrt. Aus den natürlichen An- 
schauungen ergeben sich so in klarster Weise alle Sätze über 
Tangente und Kreis, die sonst in den Lehrbüchern weitläufige, 
oft recht unklare Beweise erfordern, so z. B. dafs jeder andere 
Punkt der Geraden einen grofseren Zentralabstand hat als P. 

3. Gerade und Kreis haben zwei Punkte gemeinsam. Die 
Gerade heifst Sekante, die Strecke derselben zwischen den 
beiden Schnittpunkten Sehne. Der Nachbarpunkt liegt jetzt 
innerhalb des Kreises, der Zentralabstand ist kleiner als der 
Radius. 

Alle drei Fälle müssen natürlich auch umgekehrt betrachtet 
werden, indem man von dem Zentralabstand ausgeht. 

Besondere Fruchtbarkeit gewinnen nun die Betrachtungen 
erst, wenn man mit Zuhülfenahme der Bewegung alle drei 
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Fälle zu einem organischen Ganzen verbindet. Doch halte 
ich es für methodisch richtige erst die drei Fälle gesondert 
ohne innere YerknOpfung zu diskutieren. 

Ganz analog den früheren Betrachtungen spielt auch hier 
die Drehungsbewegung die Hauptrolle, kann aber natürlich 
erst zur Geltung kommen, wenn wir G) 2 behandeln, nämlich 
den Fall, dafs der Kreis als fest angenommen wird, die Ge- 
rade als beweglich. An dieser Stelle des Unterrichts sind die 
Bewegungen des Kreises, so, dafs Z auf der Geraden, die durch 
die Punkte Z und P bestimmt ist, sich bewegt, die wichtigeren. 
Es geht aus diesen letzteren Bemerkungen hervor, dafs die 
Betrachtungen doch nicht ganz so einfach sind, als sie viel- 
leicht auf den ersten Blick erscheinen, und dafs die Gewinnung 
der nötigen geometrischen Einsicht einer sicher leitenden 
Hand bedarf. Ist diese aber vorhanden, so werden die Schüler 
aus eigener Thätigkeit die richtige Anschauung gewinnen — 
übrigens auch durch die schon reichlich vorhandenen Vor- 
übungen sich leicht und sicher in das Neue, das eigentlich 
nichts Neues mehr für sie ist, finden. 

C) 1. Kreis und Punkt. 

Nachdem aus meinen bisherigen Ausführungen deutlich 
hervorgegangen ist, wie ich. diese gesamte Behandlung der 
Lagenverhältnisse verstanden und durchgeführt wissen will, 
würde ich fürchten, den Leser zu ermüden, wenn ich hier noch 
ausführlicher mich aussprechen würde. 

C) 2. Kreis und Gerade. 

Die drei möglichen Fälle sind natürlich dieselben, wie 
bei B) 3. Aber es ist doch notwendig, auf die Untersuchung 
hier näher einzugehen, da wir hier, wie ich oben schon an- 
gedeutet habe, die höchst fruchtbare Betrachtung anstellen 
können, dafs der Kreis fest liegt, während die Gerade die drei 
möglichen Bewegungen ausführt: Verschiebung in sich, Parallel- 
verschiebung und endlich die wichtigste, die Drehung um einen 
festen Punkt. 

Hier ist jetzt der Ort, die Lagen von Gerade und Kreis 
in voller organischer Verknüpfung aufzufassen und das innere 
Wesen aller hierher gehörigen Betrachtungen in voller Klar- 
heit zu erfassen. 
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Ganz besonders wichtig ist hierbei die Auffassung der 
Verhältnisse, die sich ergeben, wenn wir die Gerade, nachdem 
sie einen Punkt mit dem Ereise gemeinsam gehabt hat, weiter 
drehen. Nicht nur ergeben sich die Sätze über den Zusammen- 
hang von Zentralabstand und Sehne auf das AUernatürlichste — 
der sonst weitläufig bewiesene Satz, dafs die kleinere Sehne den 
gröfseren Abstand habe etc. — , es geht auch mit voller Klar- 
heit ohne weiteren Beweis aus der Anschauung — und zwar 
der von sinnlichen Mängeln und Inkorrektheiten vollständig 
freien, d. h. der reinen Anschauung — hervor, dafs der Mittel- 
punkt der Sehne mit dem Nachbarpunkte von Z identisch ist. 

Ich hoflfe nicht, dafs ich hier Einwendungen begegnen 
werde, dafs die Strenge der Mathematik bei einer solchen Be- 
handlungsweise leide; im Gegenteil, ich gebe mich der zuver- 
sichtlichen Hoffnung hin, dafs die Ansicht vorherrscht, die 
mein Rezensent Linden thal^) ausgesprochen hat: „Den aus 
reiner Anschauung sich ergebenden Beweis nennt der Verf. mit 
Recht den strengsten.'**) 

Selbstverständlich ist, dafs überall den besonderen Fällen 
auch eine besondere Aufmerksamkeit gewidmet werden mufs, 
so hier den beiden Lagen, wo die Sehne ihren kleinsten und 
ihren gröfsten VTert hat, während gleichzeitig der Zentral- 
abstand den gröfsten resp. kleinsten Wert annimmt. 

Überhaupt wird der einsichtsvolle Leser alle hier ge- 
gebenen Ausführungen nicht unter dem Gesichtspunkte auf- 
fassen dürfen, als wenn hier strenge Vorschriften bis ins Ein- 
zelnste hinein gegeben werden sollen; der Verfasser hat nur 



^) Zeitschrift für das Real Schulwesen. 16. Jahrg. 11. Heft. 

') J. K. Becker, Die Elemente der Geometrie auf neuer Grundlage. 
Vorwort : „Giebt es in der That Sätze, welche mit vollkommener Sicher- 
heit aus blofser AnschauuDg erkannt werden können, so ist nicht ein- 
zusehen, mit welchem Rechte „die Wissenschaft** die Zahl dieser Sätze 
„zu vermindern" sucht. Ist doch keine Einsicht überzeugender, als die 
aus unmittelbarer Anschauung gewonnene, und erhält doch alle durch 
Schlüsse gewonnene Erkenntnis ihre überzeugende Kraft erst auf Grund 
der anschaulichen Erkenntnis, von der sie ausgegangen! Man sollte 
darum meinen, es sei wissenschaftlich, so viel wie möglich auf die 
unmittelbare Anschauung zurückzuführen und erst, wo diese uns im 
Stiche läfst, zur Deduktion seine Zuflucht zu nehmen." 
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den Gang dargestellt, wie er iin Anfangsunterrichte verfährt, 
den er allerdings auf G-rund seiner Erfahrungen nicht nur 
empfehlen kann, den er von seinem subjektiven Standpunkte 
aus als den allein richtigen ansieht. 

Es folgt nun die letzte hierher gehörige Untersuchung 

C) 3. Kreis und Kreis. 

Fünf wesentlich verschiedene Lagen sind möglich. 

1. Die beiden Kreise haben keinen Punkt gemeinsam; 
sie liegen aufsereinander. ^ > ^j + ^2« 

2. Die beiden Kreise haben einen Punkt gemeinsam; sie 
berühren einander von aufsen. is = r^ -\- r^, 

3. Die beiden Kreise haben zwei Punkte gemeinsam; sie 

schneiden sich. ;8i ^^ * * . 

>n — ^ 

4. Die beiden Kreise haben einen Punkt gemeinsam; sie 
berühren einander von innen, z = r^ — r^, 

5. Die beiden Kreise haben keinen Punkt gemeinsam; der 
eine Kreis liegt in dem andern, e <r^ — r^. 

Diese Anordnung empfiehlt sich deshalb, weil man durch 
Bewegung von Fall zu Fall kommt und klar erkennt, wie 
allmählich der Übergang von dem einen zum nächsten erfolgt. 
Doch liefse sich selbstverständlich auch folgende Gruppierung 
vornehmen. 

1. Die beiden Kreise haben keinen Punkt gemeinsam; 
a) sie liegen aufsereinander; b) der eine im andern. 

2. Die beiden Kreise haben einen Punkt gemeinsam; 
a) sie berühren einander von aufsen; b) von innen. 

3. Die beiden Kreise haben zwei Punkte gemeinsam; sie 
schneiden sich. 

Wir wollen bei der Besprechung die erste Einteilung zu 
Grunde legen. 

1. Die beiden Kreise haben keinen Punkt gemeinsam; sie 
liegen auseinander. 

Wir verbinden die beiden Mittelpunkte mit einander Zi 
und Zg. Die Strecke Z^Z^ heifst der Zentralabstand der beiden 
Kreise; die Gerade, die aus ihrer Verlängerung entsteht, heifst 
die Zentrale. 

Auf der Zentralen haben wir sechs bemerkenswerte Punkte: 
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die beiden Zentren und zweimal zwei Schnittpunkte mit den 
Kreisen. Die des einen ^^ mögen A^ und B^y die des Kreises 
5^2- ^2 und B2 heifsen^ wo Ä^ und Ä^ als innere, B^ und B^ 
als äuTsere Schnittpunkte anzusehen sind. Betrachten wir zu- 
nächst den Zentralabstand, so sehen wir, daiis er aus drei 
Strecken besteht: den beiden Radien Z^A^, Z^A^ und dem 
Stück A^A^. Der Zentralabstand ist gröfser als die beiden 
Radien zusammengenommen und zwar um A^A^. Es ergiebt 
sich sofort vermittels einer einfachen Betrachtung — man 
wird sich dabei auf die Yorausgegangenen Untersuchungen 
stützen — , dafs A^ und A^ Nachbarpunkte sind. Denn zieht 
man zwei beliebige Radien und verbindet ihre Endpunkte, so 
ist dieser Weg von Z^ nach Z^ grofser, als der Abstand Z^Z^. 
Da nun der Weg wiederum aus den beiden Radien und einer 
dritten Strecke besteht, so muTs, da die Radien dieselben sind, 
diese Strecke grölser sein, als A^A^. A^ und A^ sind also 
Nachbarpunkte. B^ und B^ sind die resp. Gegenpunkte von 
A^ und ^27 ^^^ Zentrale geht also auJGser durch die Mittel- 
punkte der beiden Kreise durch diejenigen Punkte der Kreise, 
welche einander am nächsten liegen, sowie durch die, die am 
weitesten von einander entfernt sind. Man läfst nun den 
einen Kreis sich bewegen (dafs die angegebenen Betrachtungen 
bei allen möglichen Lagen der beiden Kreise durchgenommen 
werden^ halte ich nach dem früher Dargelegten für selbst- 
verständlich); unter diesen Bewegungen ist von besonderer 
Wichtigkeit die, bei der sich das Zentrum des bewegten 
Kreises auf der Zentralen bewegt, sodafs also diese Zentrale 
bleibt und ebenso A^, A^j B^ und B^ die Schnittpunkte der 
Zentralen und der beiden Kreise. 

Läfst man nun Z^ sich auf der Zentralen nach Z^ hin 
bewegen^ so wird^ während r^ und r^ sich gleich bleiben, A^A^ 
immer kleiner werden, bis schliefslich A^ mit A^ zusammen- 
fällt. Wir haben den zweiten Fall, die beiden Kreise haben 
einen Punkt gemeinsam, sie berühren einander von aufsen. 
Der Zentralabstand ist gleich der Summe der beiden Radien. 
Ganz natürlich ist zugleich aus der Betrachtung ersichtlich, 
dafs die Zentrale durch den Berührungspunkt geht 

Bewegt man Äj im selben Sinne weiter, so wird z <r^-\- r^, 

Schotten, der planimetr. Unterricht. II. 6 
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Die beiden Kreise haben zwei Punkte gemeinBam, sie schneiden 
sich. Man kann nun die beiden Schnittpunkte verbinden und 
so anf die gemeinsame Sehne zu sprechen kommen, auf die 
Lage der Schnittpunkte gegen die Zentrale und die daraus 
resultierende Lage der Sehne gegen die Zentrale.^) Bewegt 
man ^2 ^^^^^ weiter, so wird als nächste bemerkenswerte 
Lage wieder der Fall eintreten, dafs die beiden Ejreise nur 
noch einen Punkt gemeinsam haben, sich von innen berühren. 
Es wird der Zentralabstand gleich der Di£ferenz der Badien 
sein.^) Er mufs also vorher gröfser als die Differenz gewesen 
sein; es kommt also zu der früheren Bedingung für den Fall 
des Schneidens zweier Kreise < ^t -{- f^ als weitere ein- 
schränkende Bedingung hinzu: zugleich aber mufs ^>ri — r^ 
sein. Bei fortgesetzter Bewegung erhalten wir endlich den 
Fall, dafs der eine Kreis ganz im andern liegt, dafs sie keinen 
Punkt gemeinsam haben. Der Zentralabstand ist kleiner als 
die Differenz der Badien« 

Ich habe im Vorstehenden vorzugsweise oder fast aus- 
schliefslich auf den Zentralabstand geachtet; selbstverständlich 
ist, dafs auch alle andern angeregten Betrachtungen in jedem 
einzelnen Falle angestellt werden müssen. So wird die Er- 
örterung der Nachbarpunkte bei dem Durchgange von Z^ 
durch ^2 interessante Beziehungen ergeben und uns zeigen, 
dafs wir es hier mit einem Grenzfall zu thun haben, da der 
frühere Nachbarpunkt plötzlich in seinem Gegenpunkte liegt. 
Auch die Diskussion der zwei Nachbarpunktpaare im dritten 
Fall wird Literesse erwecken. Besonders wertvoll aber wird 
es sein, die bei den Kreisen auftretenden Beziehungen in Ver- 
bindung zu setzen mit denen bei zwei Geraden. 

Hiermit würde die allgemeine Lagenerörterung zu Ende 
geführt sein. Bei ausführlicher Behandlung und in Voraus- 
setzung gründlicher Übungen und stets wechselnder Zeich- 
nungen wird dieser Abschnitt naturlich einen grofsen Zeit- 

*) An dieser Stelle würde vielleicht mit Vorteil die erste Anwendung 
der Sjmmetrielehre gemacht werden. 

•) Gerade bei den Kreisbetrachtungen kommen uns die Übungen, 
die wir im Vergleichen, Addieren und Subtrahieren von Strecken an- 
gestellt haben, sehr zu statten. 
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räum in Anspruch nehmen. Das ist aber gewifs kein Schaden, 
denn der Gewinn fQr das Anschauungs vermögen^ sowie för 
das mathematische Denken ist andererseits ein sehr grofser. 
Aach die Aufstellung der verschiedenen möglichen Fälle, die 
naturgemälse Anordnung, die Kombination verschiedener Be- 
dingungen-, sowie der Umkehrungen ist von entscheidendem 
Werte. Besonders die Behandlung der Umkehrungen mufs 
eine sehr sorgfaltige sein, da man auf diese Weise einen tiefen 
Einblick in die Verhältnisse gewinnt^ der, weil der Gesichts- 
punkt, von dem man ausgeht, ein anderer ist, vollständige 
Klarheit schafft. 

An die Lagenbetrachtungen würde sich nun die besondere 
Erörterung der Parallelen und der Winkel anzuschliefsen haben, 
die wir aber hier jetzt nur erwähnen wollen, weil wir diesen 
beiden eigene Kapitel widmen werden. 

Von hierher gehörigen Arbeiten sind es zwei, die zuerst 
erwähnt zu werden verdienen, die schon oben in einer Fufs- 
note erwähnte von Gille und eine von Dieckmann. 

Im 32. Hefte der Lehrproben und Lehrgänge findet sich 
p. 94 ein Aufsatz von Dr. A. Gille (Cottbus): Didaktisches 
aus dem planimetrischen Unterricht. 

Nr. 3 dieses Aufsatzes ist überschrieben: Aufbau des 
Lehrstoffes im Ganzen und im Einzelnen. 

Nachdem der Verfasser auf die Vorwürfe, die sich gegen 
Euklid richten, eingegangen und besonders den Schlomilch- 
schen Versuch in seiner Geometrie des Mafses eine, organische 
Gliederung zu geben besprochen hat, giebt er selbst einen 
andern organischen Aufbau, den er mit folgenden Worten ein- 
leitet: „Nachdem der Schüler aus der Aufgabe der Planimetrie 
ersehen hat, dafs sie nur mit den Elementen Punkt und Linie 
und zwar zunächst nur mit der geraden Linie sich beschäftigt, 
ergiebt sich doch wohl als natürlichster Gang der Untersuchung, 
der dem Schüler von vornherein zur Klarheit zu bringen ist: 

A) Der Punkt. 

B) Die Gerade. 

G) Punkt und Gerade. 

D) Gerade und Gerade. a) Zwei Gerade. b) Drei 
Gerade. 

6* 
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Bei der Untersuchung des vorletzten Teiles [D) a] ergiebt 
sich sofort aus der Zeichnung der möglichen Lagen der Ge- 
raden zu einander eine Gliederung nach 1. zwei sich schnei- 
denden Geraden und 2. zwei parallelen Geraden/' 

Der Verfasser kommt dann in D) b auf diejenigen Unter- 
suchungen^ die wir in dem Kapitel über die Anwendungen 
der Winkel- und Parallelenlehre bringen werden. Es heilst 
dann weiter: 

^^Beispielsweise gestaltet sich auch der Aufbau der Kreis- 
Untersuchung ganz nattlrlich nach folgendem Gange: 

A) Kreis und Punkt. 

B) Kreis und Gerade. 

I. Kreis und eine Gerade. 

II. Kreis und zwei Gerade. 
IIL Kreis und Dreieck. 
IV. Kreis und Viereck. 

V. Kreis und Vieleck. 

C) Kreis und Kreis. 

Auf diese Weise baut sich der ganze Unterrichtsstoff in 
einer Beihe organisch sich aneinander anschliefsender Ein- 
heiten auf." 

Der Verfasser greift dann den Fall heraus, zwei Parallele 
und eine Schneidende^ um daran seine Methode zu zeigen. Er 
sagt: ^,Das erste ist, dafs die neuen Begriffe, welche hier ein- 
treten, ins rechte Licht gestellt und benannt werden." . . . 
„Der erste Schritt ist also wesentlich Definition. Nun erst 
kann man zum Untersuchen der neuen Begriffe, d. h. zum 
Aufsuchen von Beziehungen der Gröfse oder der Lage weiter- 
schreiten." 

Sehr richtig bemerkt der Verfasser sodann, dafs die 
Schüler durch Anschauung das Richtige vermuten werden, 
dafs es aber notwendig sei, auch das mathematische Mofs 
darzuthun. Dann nennt er als zweites die Behandlung der 
besonderen Fälle und sagt: ^,Endlich gilt es noch, die ge- 
wonnene Erkenntnis zu verwerten und einzuprägen in mannig- 
fachen Übungen, welche auszuführen der Schüler aus eigener 
Kraft imstande sein mufs." 

„Die Behandlung der didaktischen Einheit schreitet also 
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in folgendem Gange fort: 1. Erklärung der neuen BegriflFe. 
2. Untersuchung derselben: Ergebnis, Lehrsatz. 3. Vertiefung 
der gefundenen Ergebnisse: Umkehrungen und Folgerungen. 
4, Übungen." 

Als ausführliches^ Bei spiel giebt der Verfasser sodann die 
systematische Behandlung der Kreislehre und behandelt dann 
in Nr. 4, Zur EntwicklungTder Selbstthätigkeit im plani- 
metrischen Unterrichte, die Wirkungen eines im obigen Sinne 
geleiteten Unterrichts. 

Es zeigt sich also, dafs der Verfasser im wesentlichen 
auf unserem Standpunkte steht: doch glaube ich, dafs, wenn 
man das betonte Prinzip einführen und mit Erfolg anwenden 
will, es in der ausführlichen Weise geschehen mufs, die wir 
oben geschildert haben. Gerade das Fehlen des ersten Falles, 
Punkt und Punkt, scheint uns ein wesentlicher Mangel in den 
Ausführungen des Verfassers. Dafs wir aber im übrigen seine 
didaktischen Ansichten teilen, geht zur Genüge aus unserer 
Behandlung der Lagenuntersuchungen hervor. 

Der Aufsatz von Dieckmann findet sich in Hoffmanns 
Zeitschrift, 24, Jahrgang, Heft 2, p. 84. „Bewegung und Um- 
formung. Eine methodische Skizze. Von Prof. Dr. Josef 
Dieckmann in Viersen.'^ 

Auch dieser Aufsatz widmet den Reformbestrebungen auf 
dem Gebiete des planimetrischen Unterrichts die Einleitung. 
(Unsere Studie über diese Reformbestrebungen im ersten Bande 
dieses Werkes scheint dem Verfasser nicht bekannt zu sein.) 
Besonders ein Ausspruch Cauers wird zitiert, in welchem 
Cauer fordert, dafs der mathematische Unterricht lebens- 
voller und anschaulicher gestaltet werden müsse. 

Im weiteren tritt der Verfasser für die ausgiebige Be- 
nutzung der Bewegung ein, zum Teil in anderer Weise wie 
wir. So läfst er z. B. bei den Kreisbetrachtungen den Kreis 
sich konzentrisch erweitern. Man sieht, dafs sich diese Unter- 
suchungen leicht mit den unsrigen kombinieren lassen. Sie 
würden da einzuschalten sein, wo wir den Kreis so ver- 
schieben, dafs der Mittelpunkt auf der Zentralen sich bewegt. 
A^f die Bemerkungen des Verfassers über Bewegung selbst 
werden wir in dem Kapitel, Geometrische Begriffe, zu sprechen 
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kommen. Im übrigen zeigt der Verfasser dann an mehreren 
Aufgaben ; wie er die Bewegung verwertet wissen will 

Von sonstigen Aufsätzen in der Hoffinannschen Zeitschrift 
seien noch folgende erwähnt. 

Bd. 1 H. Eiessling^ Das geometrische Zeichnen als 
Grundlage für den mathematischen Unterricht p. 47 — 59. 
Wir glauben, dafs die dort vorgebrachten Ideen sich recht 
gut mit dem von uns vertretenen Standpunkte vereinigen 
lassen würden. 

B. Sturm, Die neuere Geometrie auf der Schule, p. 474 
bis 490. 

Sturm betont die Wichtigkeit des geometrischen Unter- 
richts vor dem arithmetischen, „denn ihr (der Geometrie) 
wohnt eine viel grSJEsere Bildungskraft inne^', tritt für die 
synthetische Geometrie ein, weil ,ydas Formelwesen der ana- 
lytischen Geometrie die Anschauung meistens unterdrückt^^ und 
empfiehlt das Buch von Geiser. In der weiteren Ausführung 
finden sich folgende bemerkenswerten Sätze: 

„Die alte Euklidische Geometrie ist vorzugsweise eine 
Geometrie des Mafses und diesen Charakter hat. unsere Schul- 
geometrie auch mit angenommen: diese mufs von der neueren 
Geometrie, die ja oft geradezu Geometrie der Lage heifst, 
mehr und mehr eine gröfsere Berücksichtigung der Lage 
lernen." 

„Den Vergleich der verschiedenen Lagen z. B. eines 
Kreises und einer Geraden zu einander mufs der Schüler 
wiederholt durchmachen, sodafs er als feste Erkenntnis davon- 
trägt, dafs die eine — die Tangentiale — unwahrscheinlich 
ist im Vergleich zu den beiden andern, zwischen denen sie 
eben nur die — momentane — Ubergangslage ist, und also 
im allgemeinen nicht anzunehmen ist, und wenn sie statt- 
findet, notwendig begründet werden muß." 

„Auch des Unterschiedes mufs schon der Schüler sich 
bewufst werden, ob durch gewisse Bedingungen ein Gebilde 
so bestimmt ist, dafs noch unendlich viele Losungen möglich 
sind oder nur eine endliche Zahl oder gar keine . . .'' 

„Lassen wir so die geometrischen Gebilde aus ihrer Starr- 
heit hervortreten und sich bewegen, verändern und vermehren, 
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so wird dies gewifs wesentlich zur Stärkung des räumlichen 
AnschauungsYermogens beitragen und das Lebendigwerden des 
Materials^ mit dem der Schüler zu thun hat; wird sicher sein 
Interesse auch mehr fesseln." 

Der Verfasser schliefst seinen Artikel mit «iner An- 
preisung des Gesetzes der Reziprozität (Dualität, Polarität)^ 
dessen Anwendung resp. Anwendbarkeit im planimetrischen 
Unterrichte er an verschiedenen Beispielen zeigt. 

In Grunerts Archiv Bd. 8, p. 365 findet sich ein Aufsatz: 
Über geradlinige ßaumgebilde, die einfacher sind als das Drei- 
eck, und über deren Verwendung zur Fundamentallehre der 
Geometrie von Dr. W. Matzka. Dem Verfasser scheint eben- 
falls der Anfangsunterricht in der üblichen Form nicht zu- 
gesagt zu haben, doch setzt er unseres Erachtens nicht an 
der richtigen Stelle mit seinen Anderungsvorschlägen ein. Er 
sagt: „Untersucht man jedoch die möglichen noch einfacheren 
Raumgebilde (als das Dreieck), so findet man deren zwei, 
die bisher der Aufmerksamkeit der Geometer entgangen zu 
sein scheinen, und die dennoch zu einer natürlichen Grund- 
lage der Geometrie geeigneter sein dürften, als das Dreieck, 
nämlich: 

1. Das System einer ganzen Geraden mit einem Punkte 
aufser ihr, 

2. Das System zweier parallelen ganzen Geraden, das wir 
kurzweg ein Parallelenpaar nehnen wollen." 

Der Verfasser sucht dann nachzuweisen, dafs hier that- 
sächlich die einfachsten Raumgestalten vorliegen und dafs sie 
sich zur Aufstellung einer Fundamentallehre der Geometrie 
besonders eignen; in einem zweiten Abschnitte giebt er dann 
Proben, wie er das Parallelenpaar verwertet wissen will. 

In der folgenden Zusammenstellung werde ich nun die 
hervorragendsten Proben geben von den Versuchen, den An- 
fangsunterricht in der Planimetrie anders zu gestalten. Ich 
hoflfe, dafs mir nichts Wesentliches entgangen ist. Über die 
Art, wie ich hier zitieren sollte, war ich im Zweifel: es lag 
die Gefahr nahe, allzu umfangreiche Zitate geben zu müssen. 
Ich habe mich daher im wesentlichen darauf beschränkt, den 
Aufbau anzudeuten, die Einzelheiten der Ausführung aber 
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wegzulassen. Wessen Interesse darch das Gebotene geweckt 
wirdy kann ja dann leicht das betreffende Werk selbst zum 
Gegenstand seines Studiums machen. Verschiedene Lehrbücher 
hätten vielleicht noch Erwähnung verdient; da aber in ihnen 
nur Ansätze zu einer Änderung sich fanden, oft auch die 
Eonsequenzen nicht gezogen wurden , so habe ich von ihnen 
abgesehen. Gleich hier will ich bemerken, dafs die beiden 
Fragen Parallelismus und Winkel in besondem Kapiteln be- 
arbeitet werden und dafs ich auch da auf dem Standpunkte 
stehen werde nur zwei Elemente zu verwenden, einmal zwei 
Gerade, dann zwei Strahlen. Das an die beiden Kapitel sich 
anschliefsende Kapitel wird dann zuerst mit drei Elementen 
sich beschäftigen, wobei ich unter dem Titel Anwendungen der 
Parallelen- und Winkellehre alles das zur Sprache bringen 
werde, was sich gewohnlich direkt an die Behandlung von 
Parallelen und an die Definition vom Winkel anschliefst. 



Arneth, System der Geometrie. — Stuttgart 1840. 
In diesem Lehrbuche findet sich folgende Einteilung des 
ersten Abschnittes. 

„§ 1. Gröfse und Lage oder Richtung einer Geraden. 

§ 2. Vergleichung der Gröfsen zweier Geraden. 

§ 3. Gegenseitige Lage zweier Geraden. 

§ 4. Von der geneigten Lage. (Winkellehre.) 

§ 5. Von der parallelen Lage." 

Hieran schliefsen sich direkt trigonometrische Unter- 
suchungen und daran Koordinatengeometrie. 



J. H. T. Müller, Lehrbuch der Geometrie. — Halle 1844 
giebt eine äufserst ausfuhrliche Darstellung der Lagenverhält- 
nisse, indem er von der Frage ausgeht „Welche Zusammen- 
stellungen erhält man, wenn von Punkten, Geraden und 
Ebenen, die hier immer als unbegrenzt anzunehmen sind, je 
zwei genommen werden?" 

Die ganze Winkellehre wird dabei auch abgehandelt. 
Unter andern findet sich ein Abschnitt: „Von der Bestimmung 
der gegenseitigen Lage zweier Geraden aus den Lagen, welche 
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diese gegen eine dritte haben ^ wenn diese Linien nicht in 
einerlei Ebene liegen/' 

Die Betrachtungen werden in einem Anhange noch ver- 
tieft. In diesem findet sich z. B. ein Abschnitt: ^^Bestimmung 
der möglichen Lagen von Punkten, Geraden und Ebenen zu je 
dreien genommen/' 



Bartholomäi, Geradlinige Planimetrie.^) — Jena 1851. 

L Buch. Der Punkt. 

1. Abhängigkeit der Elemente; 2. Gröfse; 3. Form; 4. Lage. 
Hier heifst es: „Liegen mehrere Punkte aufser einander, so 
kann blofs von der Ordnung, in welcher sie aufgefafst werden 
sollen oder können, die Rede sein. Die ganze Frage wird 
durch die Eombinationsoperationen und Eombinationszahlen 
beherrscht. Die ersteren sind logisch, die letzteren arith- 
metisch." 

Im ÜbungsstoflF finden sich Aufgaben, wie die folgende: 

Verbinde fünf Punkte auf alle möglichen Weisen zu einem 
Fünfeck. 

IL Buch. Die gerade Linie. 

1. Abhängigkeit der Elemente; 2. Gröfse; 3. Form; 4. Lage. 
A) Zwei Gerade (besser müfste es heifsen: zwei Strecken). 
Es werden drei fiauptlagen unterschieden, deren erste 8 be- 
sondere Fälle aufweist. Bei der eingehenden Erörterung er- 
giebt sich der Winkel, der ausführlich betrachtet wird. Daran 
knüpfen sich wieder Lagenuntersuchungen zweier Winkel. Dann 
kommt die Lehre von den Parallelen, dann B) drei Gerade;^) 
C) vier Gerade; D) beliebig viele Gerade. 

ni. Buch. Figur. 



^) Vorrede: ,^af8 nacli der Anlage des Ganzen der unterschied 
von analytischer und synthetischer Geometrie, von der Geometrie des 
Mafses und der Lage aufgehoben ist, leuchtet wohl von selbst ein.** 

,Jch habe mich bemüht, rein aus dem Wesen der Sache zu ent- 
wickeln, weil diese Art mir vom wissenschaftlichen sowohl als päda- 
gogischen Standpunkte die einzig rechte erscheint." 

^ Ich halte es demgegenüber für wesentlich, gleich den Ereis mit 
in die ersten Untersuchungen über die Lage zweier Gebilde hinein- 
zuziehen. 
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Angnat, Lehrbuch der Mathematik. — Berlin 1852. 

Der dritte Abschnitt „Von Punkten, Linien und Winkeln^ 
bietet eine Reihe von sogenannten Lehrsätzen über die Lage 
von Funkten gegen einen Kreis mit Scheinbeweisen; daran 
schliefsen sich Sätze über Winkel. Der folgende Abschnitt 
handelt yon der Kongruenz. 



Gernerth, Grundlehren der eb. Geometrie. — Wien 1857. 
bespricht an verschiedenen Stellen die Lagenbeziehungen von 
Raumgebilden, so § 6, 7, 16, 17 und besonders § 34: Ver- 
gleichung von Kreisen bezüglich ihrer Grofse und ihrer Lage. 
Hier heifst es: „Sind zwei Kreise exzentrisch, so sind drei 
verschiedene Fälle möglich; die Peripherieen derselben haben 
entweder 1. keinen Punkt, oder 2. einen Punkt, oder 3. zwei 
Punkte mit einander gemeinschaftlich." Die möglichen Lagen 
werden dann erörtert und auch auf die Abstandsbeziehungen 
Rücksicht genommen. 

Hubert Müller, Leitfaden der eb. Geometrie. — Leipzig 
1874. 

L Der Punkt, die Gerade und der Kreis. 
Lagen von Punkten und Geraden. 
(Winkel und Strecken. Messen der Strecken.) 
Der Kreis, 
n. Von den Parallelen. 



Hubert Müller, Leitfaden. — Leipzig 1889. 
I. Die Grundgebilde. 

Lagen von Punkten und Geraden. 
(Winkel und Strecken.) 

Symmetrie in Bezug auf eine Axe. 
Symmetrie in Bezug auf einen Punkt. 
(Nebenwinkel, Scheitelwinkel, Sätze über symmetrische 
Figuren, Winkelbezeichnungen.) 
Zwei Gerade, welche von einer dritten geschnitten*) 
werden. 



*) Hubert Müller hat in der dritten Auflage die Betrachtungen 
über den Kreis ausgeschieden; dafür hat die Symmetrielehre eingehende 
Berücksichtigung gefunden. 
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GilleSy Lehrbuch der eb. Geometrie. — Heidelberg 1877. 

Im § 8 werden ,,die Beziehungen zweier geraden Linien 
gegen einander'^ besprochen. 

jfivk die gerade Linie durch zwei Punkte oder durch einen 
Punkt und eine Richtung bestimmt ist, so sind zwei Betrach- 
tungen möglich: 

Erstens: Die beiden Geraden haben a) keinen, b) einen, 
c) zwei oder mehr Punkte gemeinschaftlich. 

Die zweite, die fruchtbarere Betrachtungsweise ist folgende : 
Die Gerade ist bestimmt durch einen Punkt und eine Rich- 
tung, in welchen Angaben das ganze Wesen der Geraden ent- 
halten ist. — Es sind folgende Fälle möglich: 

1. Der Ausgangspunkt ist gemeinschaftlich. 

2. Der Ausgangspunkt ist verschieden. 

In jedem dieser beiden Fälle ist entweder die Richtung 
dieselbe oder verschieden." 

Hieraus ergeben sich also vier mögliche Fälle. 



E. E. Müller, Versuch einer organischen Entwicklung 
der Geometrie vermittelst elementarer Vereinigung der Geo- 
metrie des Mafses mit der Geometrie der Lage.^) — 1877. 
Progr. Nr. 538. 

p. 4: System der Geometrie des Mafses und der Lage. 

Erste Abteilung. 
Konstruierende Geometrie. , 

Erster Abschnitt. 

Konstruierende Planimetrie 

oder 

Die durch die Elemente von drei in einer Ebene liegenden 

ebenen Strahlenbüscheln bestimmten Gebilde. 

(Lehre vom Dreipunkt.) 

^) Man vergleiche auch desselben Verfassers: 

1. Elemente der Planimetrie, streng systematisch. — Brann- 
schweig 1869. 

2. Disposition und Fragmente einer streng wissenschaftlichen 
Raumlehre. Im fünften Bande des „Pädagogischen Archivs** 
1863. p. 641. 
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Einleitung. Logische Grundlagen des Systenas. 

a) Definitionen (Erklärungen). 

b) Postulate (Forderungen). 

c) Axiome (Grundsätze). 

Erstes Buch. Die durch die Strahlen dreier ebener 
Strahlenbüschel bestimmten kongruenten oder inkongruenten 
Gebilde. 

Erstes Kapitel. Die eine der durch drei Punkte ge- 
gebenen Zentralstrecken 

a) für sich; 

die gegenseitige Bestimmung zweier Punkte einer 
Geraden mittelst ihres Abstandes; 

b) nebst dem Kreise um den einen der Grenzpunkte; 
Vergleichung der Abstände und der Lage zweier 

Punkte einer Ebene von und zu einem dritten; 

c) nebst den Kreisen um beide Grenzpunkte; 
Addition, Subtraktion und geometrisches Verhältnis 

zweier Strecken überhaupt. 

Zweites Kapitel. Zwei der durch drei Punkte ge- 
gebenen Zentralstrahlen in ihrer Beziehung zu den andern 
Strahlen des sie enthaltenden ebenen Strahlenbüschels. 

Die gegenseitige Bestimmung der Strahlen und Winkel 
eines ebenen Strahlen büschels. 

Drittes Kapitel. Zwei der gegebenen Zentralstrahlen und 
der sie enthaltende ebene Strahlenbüschel in Beziehung auf den 
dritten Zentralstrahl als Transversale des Büschels, projekti- 
vische Beziehung der Büschelstrahlen und der Transversal- 
punkte, 

Die gegenseitige Bestimmung der von den Strahlen und 
der Transversale des Büschels gebildeten Strecken und Winkel 
und Elemente überhaupt nach Gröfse und Lage; Kongruenz 
und Inkongruenz der Dreiecke, resp. wecke; die gegenseitige 
Beziehung des Neben- und Gegensystems zu einander und zum 
Hauptsysteme nach Gröfse und Lage, die Symmetrie; Funda- 
mentalaufgaben; die parallelen, die nichtparallelen wie anti- 
parallelen Geraden und die von ihnen mit einer Transversalen 
gebildeten Winkel. 
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Schlegel, Lehrb. d. element. Mathematik. IL — Wolfen- 
büttel 1879. 

In diesem Lehrbache werden nach der Einleitung folgende 
Betrachtungen angestellt. 

„I. Geometrie der bewegten Gebilde. 

I. Geometrie der Geraden. 
Der Punkt und seine Bewegung auf der Geraden. 
Die Strecke und ihre Bewegung auf der Geraden. 

IL Geometrie der Ebene. 

a) Die Gerade und ihre Bewegungen in der Ebene. 

1. Lagenänderung der Geraden. 

2. Richtungsänderung der Geraden. Der WinkeL 

b) Die Strecke und ihre Bewegungen in der Ebene. 

1. Lagenänderung der Strecke. — Das Parallelogramm. 

2. Bichtungsänderung der Strecke. — Die Kreisfläche." 



Schindler, Die Elemente der Planimetrie. — Berlin 1883. 

Die Einleitung behandelt nach der Erörterung der Grund- 
begriffe „§ 13. Zwei Punkte; § 14. n Punkte; § 15. Die 
Parallelen; § 16. Der Kreis; § 17. Der Winkel; § 18. n ver- 
schieden gerichtete Gerade; § 19. Die Gleichheit der Linien." 



Frankenbach, Lehrbuch der Mathematik. — Liegnitz 1889 
giebt als Einführung in die Geometrie: A) Allgemeines über 
geometrische Gebilde. B) Die einfachen Lagenbeziehungen der 
Grundgebilde. 

1. Punkt und Gerade; 2. Punkt und Ebene; 3. Zwei Ge- 
rade; 4. Gerade und Ebene; 5. Zwei Ebenen. 

p. 10 beginnt die Planimetrie. 
I. Die Lage zweier Geraden. 

A) Von den Winkeln. 

B) Von den Parallelen. 
IL Die ebenen Figuren. 

Auch hier finden sich Abschnitte über die Lagen von 
Gebilden. § 26. Der Kreis und der Punkt; § 27. Der Kreis 
und die Gerade. Die drei möglichen Lagen werden in diesem 
Paragraph erörtert. Doch geht der Verfasser vom Abstand 
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aus, nimmt ihn zur VoraasseiaBungi während wir den entgegen« 
gesetzten Weg einschlagen. — Die Lage zweier Kreise findet 
sich im § 43 behandelt Man sieht, die Lagenbetrachtongen 
sind sehr auseinander gerissen. 



IL EapiteL 

Der Winkel. 

Die Erörterung des vorliegenden BegrijSes ist von mir 
schon Tor einer Reihe Ton Jahren in der Hoffmannschen Zeit- 
schrift (Bd. XX, p. 481—501) versucht worden. Da der 
Artikel eine Reihe weiterer Arbeiten veranlafst hat, die sieb 
mit demselben Gegenstande beschäftigen, so darf ich wohl 
diesen Artikel zum Ausgangspunkte der jetzigen Betrachtungen 
machen; zum Theil werde ich die dortigen Ausführungen worir 
lieh reproduzieren können, im übrigen mulis ich auf den Artikel 
selbst verweisen, da eine Anzahl der dort berührten Fragen 
teils in der Einleitung zum ersten Bande des vorliegenden 
Werkes ihre Erledigung gefunden haben, teils durch die 
Untersuchungen des ersten Kapitels dieses zweiten Bandes ab- 
geschlossen sind. 

Den Anlafs zu dem Artikel gab Herr Dr. Wimmenauer 
in Hofimanns Zeitschrift Bd. XIX, p. 261, indem er dort darauf 
aufmerksam machte, dafs bezüglich der Definition des Winkels 
eine bedeutende Verschiedenheit bestehe, und eine Einigung 
anregte. Am selben Orte p. 262 finden sich einige Bemer- 
kungen von Hertter zu einem Aufsatze Hoff manns inBa.XVI; 
p. 340. Hoffmann führt 1. c. aus, dafs die Definition des 
Winkels als eines Ebenenstückes nicht richtig sei. 

„Winkel ist nicht ein Stück (Ausschnitt) der Ebene, also 
Ebene selbst, sondern nur das dem Ebenenstück Form gebende; 
durch Drehung erzeugte Liniengebilde; er ist die primitivste 
(noch offene) Figur. Form (Figura) erhält die Ebene (oder 
überhaupt eine Fläche) erst durch Umgrenzung. Durch die 
Gerade erhält die Ebene noch nicht Form; es muls erst die 
Richtungsänderung (der Geraden) hinzutreten und das ein- 
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facbflte geradlinige Gebilde mit Bichtungs&nderung ist eben 
der Winkel. Winkel ist also nicht der von den Schenkeln 
abgegrenzte nach einer Seite noch offene (unbegrenzte) Flächen- 
(resp. Ebenen-) Baum; sondern nur das diesem Flächenstücke 
Form (Gestalt) gebendci durch Drehung erzeugte und daher 
der Vergröfserung und Verkleinerung fähige Liniengebilde/^ 

Hofi&nann kommt damit auf den Kernpunkt der Frage, 
nach dessen Beantwortung sich die Definition des Winkels 
erledigen mufs. Es ist nämlich zu beachten, dafs wir Winkel 
rein auf serlich auffassen können als Figur, als das, was sich 
der Anschauung darbietet;^) in diesem Falle würde die Defi- 
nition lauten müssen: Winkel ist ein von zwei Strahlen mit 
gemeinsamem Ausgangspunkte gebildete Figur, oder: Winkel 
ist ein Zweistrahlengebilde. ^) 

Es ist einleuchtend, dafs uns durch diese Definition über 
das eigentliche Wesen des Winkels gar nichts gesagt ist, ja 
dafs eine grofse Unsicherheit dabei zurückbleibt, weil wir über 
die Beziehungen der beiden Strahlen zu einander gar nichts 
erfahren und doch erst die besondere Art, wie wir die beiden 
Strahlen in ihrem Zusammenhange aufzufassen haben, uns das 
liefert, was den Winkel definiert. 

Es ist hier auch der Ort, auf eine Abhandlung Bürklens 
einzugehen, die er im Korrespondenzblatt f. d. Gel.- und 
Bealsch. 1891 veröffentlicht hat. Es heifst dort, p. 4: 

„Von was hat nun die erste Erklärung des Winkels beim 
Unterricht auszugehen? Jedenfalls von der Anschauung, vom 



^) Becker, Von den Inkorrektheiten in der Sprache der Mathe- 
matik; H. Z. II, p. 96: „Die Definition des Wortes Winkel hat den 
Mathematikern von jeher viele Schwierigkeiten gemacht; aber nur des- 
halb, weil sie sich meist der anschaulichen Erkenntnis verschliefsen. 
Der einzige Schweins scheint mir den Nagel auf den Eopf getroifen 
zu haben, als er den Winkel einfach als das durch zwei in einem 
Punkte zusammentreffende gerade Linien erzeugte offene 
Gebilde definierte, wozu allerdings das zwischenliegende Stück der 
Ebene gehört." 

') Yergl. Becker, Elemente der Geometrie auf neuer Grandlage, 
p. 16: „Ursprünglich ist wohl unter einem Winkel, wie schon daraus 
hervorgeht, dafs man von seinem Scheitel und seinen Schenkeln spricht, 
nichts anderes verstanden worden, als eine Figur, welche er darstellt." 
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Seienden; es ist also zunächst, ähnlich wie bei der ersten Auf- 
fassung der Strecken, Ton der Bewegung abzusehen. Und 
wenn femer in der Definition nicht alles zu sagen möglich 
und nötig ist^ was in den Begriff hineingetragen werden kann, 
was für Forderungen hat dann jeweils die Definition zu er- 
füllen? W. Wundt^) sagt: „Als systematische Form sucht 
sie — die Definition — einen gegebenen Begriff auf das 
schärfste von den verwandten Begriffen zu trennen; als nächstes 
Ergebnis einer Untersuchung, welcher die Begrenzung der 
Begriffe erst zu einem tieferen Eindringen in den Gegenstand 
verhelfen soll, kann sie nicht das Wesen der letzteren er- 
schöpfend bestimmen wollen, sondern muss sich unter Hervor- 
hebung derjenigen Elemente begnügen, welche zur sichern 
Unterscheidung zureichend sind/^ H. Hanke 1^ sagt: „Mathe- 
matische Definitionen haben, soweit sie nicht Fixierung des 
Sprachgebrauchs betreffen, nur diejenigen wesentlichen Eigen- 
schaften des zu Erklärenden anzugeben, welche zur weiteren 
Entwicklung und zur Verknüpfung eines Begriffs mit anderen 
notwendig erscheinen'^ Ich möchte daher vorschlagen, einfach 
zu sagen: „Das durch 2 von einem Punkte ausgehende 
Strahlen erzeugte Gebilde heifst Winkel". Ähnliches ist zwar 
schon öfter geschehen, aber fast niemals, ohne dafs nicht in 
Zusätzen noch der Bichtungsunterschied oder dergl. angehängt 
worden wäre." 

Bürklen fahrt dann fort: 

„Mit der vorgeschlagenen Definition ist nun allerdiugd 
nicht viel über den Winkel gesagt,®) aber er ist dadurch von 
jedem andern geometrischen Gebilde, vom Strahlenbüschel, 
vom Dreieck, Dreikant etc. völlig scharf und eindeutig unter- 
schieden." 

Aber hierauf allein kommt es nicht an; Wundt betont 
zwar ausschliefslich die Abgrenzung des Begriffs gegen ver- 
wandte, der Mathematiker Hankel aber verlangt in der De- 
finition „die wesentlichen Eigenschaften, welche zur wei- 

Logik II, S. 34. 

*) Theorie der komplexen Zahlen, S. 48. 

®) Völlig unsere Ansicht — nicht nur „nicht viel**, sondern wesent- 
lich nichts. 
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tern Entwicklung und zur Verknüpfung mit andern 
notwendig erscheinen." Vor allen Dingen fehlt, wie ich 
schon oben bemerkte, in dieser Definition jeder Hinweis auf 
den Zusammenhang, in welchem die Elemente des definierten 
Begriffs aufzufassen sind. Dafs dies Bürkl^n selbst nicht 
entgangen, zeigen die Worte p. 5: 

„In welcher Beziehung das so bestimmte Gebilde zur 
Ebene steht, ob es eine Grofse hat — was grofs an ihm sei — 
und ob diese mefsbar, das alles hat erst die folgende Unter- 
suchung zu entscheiden." 

Damit steht denn aber die Definition doch sehr arm an 
wissenschaftlicher Bedeutung da, zumal gilt „Die 6r5fse ist 
freilich diejenige Seite am Winkel, auf die man am meisten 
zu sehen hat", wenn auch „so wenig die Grofsenmessung die 
alleinige Aufgabe der Geometrie bedeutet, so wenig das Wesen 
eines Gebildes ausschliefslich an seine Grofse gebunden ist". 

Der weitere Inhalt der Abhandlung wird uns noch weiter 
unten beschäftigen. 

Kehren wir zur Definition selbst zurück, so ist femer als 
ganz wesentlich zu beachten, dafs diese Definition deshalb als 
ganz unzureichend zu bezeichnen ist, weil der Winkel unver- 
ändert bleibt, wenn man die Figur verändert;^) damit tritt 
denn diese Definition in Gegensatz zu jeder anderen Piguren- 
erklärung. Ich werde hierauf noch zurückzukommen haben. 
Hier handelt es sich jetzt noch um den Hoffmannschen Artikel. 
Es heifst dort weiter: „Die zweite Definition (Grofse der 
Drehung) aber, welche nur das Merkmal der Drehung berück- 
sichtigt, ist u. E. za eng, denn sie ignoriert das Merkmal 
der Formgebung oder Gestaltung, was gerade das Wesen des 
Winkelgebildes ausmacht." 



^) Becker, Geometrie auf nener Grundlage: „Später sah man sich 
jedoch yeranlafst, bei der Yergleichung der Winkel . . . von der Länge 
der ihn bildenden Schenkel zu abstrahieren und einen Winkel als un- 
yeränderfc anzusehen, wenn seine Schenkel beliebig verlängert oder ver- 
kürzt werden. Da aber durch diese Yerändernng der Schenkel die 
Figur eine andere wird, bleibt als Inhalt des Begriffes Winkel nur 
noch eine von der Länge der Schenkel unabhängige Eigenschaft der 
Figur übrig." 

Schotten, der plftoimetT. Unterricht. II. 7 
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Auch iu einem Artikel des XX. Bandes kommt Hoffmann 
wieder auf diese Erklärung zurück, die er übrigens auch schon 
in einem Aufsatze ^^Studien über geometrische Grundbegriffe'^ 
im III. Bande seiner Zeitschrift verfochten hat. Dort heifst 
es (p. 532): ;;.•-? ^^ grenzen die Richtungsstrahlen ein Ebenen- 
stück ab, welches nach einer Seite hin noch offen, eine 
beliebige (gerad- oder krummlinige) Schliefsung oder Be- 
grenzung zulälst. Dieses offene Linien- oder besser Strahlen- 
gebilde, welches aus der allgemeinen Ebene ein Stück, einen 
Sektor, abgrenzt, aber nicht ein- oder amschlielst, heiist be- 
kanntlich Winkel. Der Winkel giebt den Unterschied zweier 
Richtungen Ton demselben Punkte aus an« Er giebt aber 
auch zugleich dem Flächenstück (Sektor) die Form, er ge- 
staltet es. Mit dem Winkel oder mit dem Wechsel der 
Richtung beginnt die Form, er ist das Urelement der 
Form."^) 

Im XX. Bande führt Hoffmann aus, entgegen der ge- 
wöhnlichen Ansicht, dafs zur Figur das Geschlossensein 
nicht als notwendiges Merkmal gehöre. Figur sei Form, 
p, 410: „Wo beginnt aber die Form? Strecke hat m. B. noch 
keine Form, sie ist formlos. Die Form hat ihre Wurzel 
(ihren Ursprung) in der Richtungsänderung; und diese be- 
ginnt mit dem Winkel... Der Winkel ist ein einem 
Ebenenstuck die Form gebendes Liniengebilde. !Er 
ist . . . der Embryo der Form.^^ 

Hoffmann schlägt für die Winkelgebilde den Namen 
„Eck*^ oder „Eineck" vor. „Mit der Gröfse und Form des 
Winkels wird sich natürlich auch das Eineck in seiner Gröfse 
und Form ändern/^ 



^) Hierzu bemerkt Hoff mann in einer Fufsnote: „Will man den 
Winkel im Baume als formendes Element, abgesondert von der Fläche, 
anschaulich darstellen, so geschieht dies am besten darch einen Winkel 
von Draht oder gespannten Fäden.'* Vergl. die Zeitschrift Heft II, 
S. 123 u. 128, Anm.: „Im Wechsel der Richtung liegt der Keim 
zur Form/* Eine Gerade ist auch formlos. Es könnte zwar das Aus- 
sehen des gestreckten Winkels diese Behauptung zu widerlegen 
scheinen. Doch ist bekanntlich ein wesentlicher Unterschied zwischen 
einer Geraden und dem gestreckten Winkel in der psychischen Ver- 
folgung ihrer Erzeugung.** 
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„Durch diese Auffassung des Winkels als Figur gewinnt 
die Definition des Winkels mehr Lieht und Halt." 

Hoff mann fafst also den Winkel, wie er übrigens aus- 
drücklich selbst hervorhebt, nur als Figur und hebt als be- 
sonderen Vorzug dieser Definition hervor, dafs dadurch der 
Winkel unabhängig sei gegen den Begriff der Drehung und 
die damit zusammenhängenden Begriffe.^) Unsere Bedenken 
gegen diese Definition sind schon oben kurz, aber im wesent- 
lichen angegeben. Ho£fmann selbst hätten doch Bedenken 
aufstofsen ipüssen, da es sich erst als notwendig erwies, Figur 
anders zu definieren. Ferner ist der Zusammenhanoc zwischen 
Eineck und Winkel nicht klar, die Definition erhält dadurch 
aber etwas so Schwankendes, dafs das, was der Verfasser ver- 
meiden wollte, erst recht in die Erscheinung tritt. 

Sehen wir von der Hoffmannschen Erklärung ab, so können 
wir die von den verschiedensten Autoren aufgestellten Winkel- 
definitionen in drei Gruppen teilen: 

1. Der Winkel ist Richtungsunterschied. ^) 

2. Der Winkel ist ein Ebenenstück. 

■ 3. Der Winkel ist die Gröise der Drehung. 
Doch ist hierbei zu bemerken, dass fast alle Lehrbücher, 
die eine andere Erklärung als die dritte geben, einen Zusatz 
haben, in dem auf den Zusammenhang von Winkel und 
Drehung hingewiesen wird. Diese wichtige Thatsache kann 
schon an und für sich lehren, dafs das eigentliche Wesen des 
Winkels mit der Drehung eng zusammenhängt und dafs eine 
Definition, die auf eine wirkliche Erklärung des Winkels 



^) Man mufs allerdings zugeben, dafs bei dieser Definition der 
Winkelbegriff zurückgeführt ist auf die einfachen Elemente Punkt und 
Strahl, ohne dafs irgend etwas anderes sich einmischt. Ob aber damit 
etwas gewonnen ist, scheint in diesem Falle sehr zweifelhaft: um in 
das Wesen des betrachteten Gebildes einzudringen, gewissermafsen die 
tote Figur zu beleben, gehört doch, dais der Zusammenhang aufgedeckt 
wird, in dem die Elemente unter einander stehen. Auch ist der Ein- 
wurf nicht ungerechtfertigt, dafs bei dieser äufserlichen Definition der- 
selbe Fehler vorliegt, den Hoff mann der Euklidischen Definition 
macht, nämlich Starrheit. 

') Hierzu rechne ich auch die Euklidische Definition, die den 
Winkel als Neigung bezeichnet. 
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ausgeht, das Verhaltuis Ton Winkel und Drehang in Berück- 
sichtigang ziehen muss. 

Eine ziemlich yerbreitete Art, den Winkel zu definieren 
oder yielmehr die Definition des Winkels zu umgehen ist die, 
zu sagen: ^Ein Winkel entsteht^ wenn...A Dals dies keine 
Definition des Winkelbegriffs ist^ leuchtet ein, weshalb ich 
sie auch aus der ferneren Betrachtung ausschliesse.^) 

Während die Zitate am Schlüsse des Kapitels folgen, 
muss ich doch an dieser Stelle^ ehe ich an die kritische Be- 
sprechung der üblichen Definitionen herangehe, noch auf 
E. Müllers Definition eingehen ; die er in seinen Elementen 
dargelegt hat.^) Zur YeryoUstandigung sollen noch aus der 
Vorrede eine Beihe yon Definitionen des Winkels mit den 
kritischen Bemerkungen Müllers') angeführt werden, wozu ich 
meinerseits bemerke, dass ich nicht überall mit Müller überein- 
stimme. 

,,Ein ebener Winkel ist die Neigung zweier Linien, wenn 
solche in einer Ebene zusammenlaufen, ohne in einer geraden 
Linie zu liegen«'^ 

Was ist aber die Neigung zweier (gerader?) Linien? 
Wie kann eine Neigung Summe oder Differenz von andern 
sein? Zu welcher Art von Gröfsen gehört alsdann der Winkel, 
zu den Zahlen oder Raumgrofsen, zu den Linien, Flächen oder 
Bäumen? Wo bleiben die gestreckten Winkel, die Null uud 
die Vollwinkel? 

„Winkel ist der Unterschied der Richtungen zweier Ge- 
raden, oder die Bichtungsabweichung zweier sich schneidender 
Geraden.*' 

Was ist der Unterschied der Richtung? Wo ist die 



Vergl. Hoffmann, Zu den geometrischen Grundbegriffen in 
H. Z. Bd. XVI, p. 342: „. . ., dafs viele Autoren und Lehrer die Defi- 
nition umgehen, indem sie sagen. Ein Winkel entsteht, wenn . . • , damit 
ist aber nicht gesagt, was der Winkel ist/' 

*) E. Müller, Elemente der Geometrie, streng systematisch. — 
Braonschweig 1869. 

') Müller bemerkt dazu: „Um niemand persönlich zu verletzen, 
werde ich die Verfasser der Lehrbücher, ans denen die angefahrten 
Stellen entnommen sind, nicht weiter nennen.*' 
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Richtung definiert? Und zu welcher Art von Gröfsen gehört 
denn der Winkel? 

;^Wenn sich zwei gerade Linien begegnen^ so heifst die 
geringere oder bedeutendere Grölse, um welche sie ihrer Lage 
nach von einander entfernt sind, Winkel." 

Wo ist Lage definiert? Wäre es, so würde nicht von 
Entfernung der Lage geredet sein. 

„Winkel zweier an einem Punkte (dem Scheitelpunkte) 
zusammengestellten und einerseits von diesem Punkte begrenzten 
Linien (Winkelschenkel) ist die Gröfse derjenigen Drehung 
(Schwenkung), durch welche eine vom Scheitelpunkte begrenzte, 
andererseits aber unbegrenzte, gerade Linie in der Ebene des 
Winkels von der Lage des einen Winkelschenkels zur Lage 
des andern stets vorschreitend gelangen kann." 

Welch ungeheuerliche Definition! Eine Gerade einerseits 
durch einen Punkt begrenzt, andrerseits unbegrenzt! Was 
sind hier die Seiten einer Geraden? Der Winkel ist die 
Gröfse der Drehung, durch welche eine Gerade von der Lage 
des einen Schenkels zur Lage des andern vorschreitend ge- 
langen kann?! Schon wieder Lage und zur Abwechslung ein- 
mal die Seite, doch Beides Undefiniert. 

„Als Gröfse der Drehung, durch welche eine Gerade aus 
einer anfönglichen Richtung in eine andre stetig übergeht, 
entsteht hierbei der Winkel." 

Als Gröfse der Drehung entsteht hierbei der Winkel! 

„Die Lage zweier geraden, sich schneidenden Linien ist 
der Winkel derselben." 

Die Lage der Linien ist der Winkel! 

„Zwei gerade Linien, welche von einem Punkte ausgehen, 
heifsen^ wenn blofs die Lage der Linien zu einander betrachtet 
wird, ein Winkel." 

Also kurz, zwei Geraden, welche sich schneiden, heifsen 
ein Winkel! 

„Zwei gerade Linien, welche sich begegnen (schneiden), 
bilden eine (?) gröfsere oder kleinere Öffnung, welche Winkel 
heifst." 

Der Winkel ist also eine Oflfhung! 
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,,Wo sich zwei gerade Linien schneiden, entsteht ein (?) 
Winkel.« 

^Pn nomme angle^ et quelquefois angle plan, chaque 
portion indefinie de plan coniprise entre deux droites, qui 
se coupent." 

,,Portion indefinie'^ und doch eine bestimmbare, meüsbare 
endliche Gröfse! 

„L'angle c'est Tecartement, plus ou moins considerable 
de deux droites, qui se coupent." 

Auch ,,La figure formee par deux droites, qui se coupent.« 

Der Winkel eine Figur? 

„On nomme angle la diff^rence de deux directions.'' 

Das Beste liefert die Akademie in ihrem Dictionnaire; 
sie sagt: 

L^angle, c'est l'ouTcrture de deux lignes, qui se rencontrent 
en un point, Tinclinaison, qu'elles ont Fune sur l'autre/^ 

„L'inclinaison,^) c'est Tobliquite d'nne ligne ou d'une 
surface sur une autre.'^ 

„L'obliquite, c'est Finclinaison d'une ligne ou d*une surface 
sur une autre/' 

„L'ouverture, c'est Fecartement; Tecartement c'est F^loigne- 
ment; Teloignement c'est la distance/' 

Soweit E. Müller. Und nun soll E. Müllers eigne De- 
finition einer genaueren Betrachtung unterzogen werden. Müller 
sagt in seiner Vorrede nach den oben zitierten Beispielen: 
„Diese Beispiele werden genügen als Belege, dafs viele Mathe- 
matiker wenigstens über die Grundvorstellungen weder unter 
sich einig, noch selbst mit sich so recht im Klaren sind, wie 
auch zugleich, dafs von vielen wirklich Mathematik ohne ge- 
nauere Erklärung der BegrifiTe getrieben wird . . . Begründet 
in den menschlichen Anschauungen sind diese Bestimmungen 



^) Rong^ et de Comberousse , Traitd de G^om^trie. „La consi- 
deration de deux droites AB et ÄC qni se rencoutrent conduit ^ une 
id^e nouvelle, qni est celle d'inclinaison mutuelle ou d'angle, et qui 
— comme l'idee de longuenr — ue eanrait ^tre däfiDie, c'est ä dire 
remenee ä une id^e plus simple; ce qu'on d^finit, c'est Tägalit^ et Tad- 
dition des augles/* 
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des Raumes alle, doch zum klaren Bewufstseiu müssen sie 
einem jeden erst gebracht werden."^) 

„Und dies ist die erste Aufgabe ..•, die Grandvorstellungen 
der Geometrie aus der reinen Anschauung zum klaren Be- 
wufstsein genetisch zu entwickeln." 

Ehe Müller an die Beantwortung unsrer Frage selbst 
herangeht, benutzt er die Gelegenheit darauf aufmerksam zu 
machen; dals Winkel schlechtweg schon eine Nachlässigkeit 
des sprachlichen Ausdrucks sei, und dafs alle Definitionen nur 
sich beschäftigen mit dem Linien winkel, wie er ihn nennt^ 
dem Geradenwinkel in der Ebene, wie er genau genommen 
genannt werden müfste: dem planimetrischen Winkel, wie ich 
ihn lieber nennen möchte. Müller fügt dann hinzu: „Die De- 
finition des Winkels überhaupt, von welchem der Liuienwinkel, 
Flächenwinkel, Körperwinkel, sphärische Winkel nur besondere 
Arten sind, hat kein Mathematiker bis jetzt zu geben auch 
nur versucht." 

Dieser Ansicht Müllers, dafs der planimetrische Winkel 
nur eine Art des allgemeinen Begriffs Winkel sei, kann ich 
nicht beipflichten, im Gegenteil, ich behaupte, dafs der plani- 
metrische Winkel der allgemeine sei, von dem alle andern 
von ihm aufgeführten nur Abarten sind. Ich verweise in 
Bezug auf diese Frage auf meine weiter unten folgenden Er- 
örterungen. Hier nur soviel. Mathematisch existiert nur der 
planimetrische Winkel^ alle andern werden auf diesen zurück- 
geführt, mit seiner Hülfe angeschaut und zum Bewufstseiu 
gebracht; ja ein Messen von Winkeln resp. die Feststellung der 
Gröfse irgend einer Art von Winkeln ist nur durch ihn möglich. 

Zur Bestätigung des Gesagten brauche ich wohl nur daran 
zu erinnern, was man z. B. unter dem Winkel versteht, unter 
dem sich zwei Kurven schneiden, unter dem Winkel zweier 
Ebenen oder Flächen etc. Überall handelt es sich doch in 
diesen Fällen um den Winkel zweier Hülfsgeraden, darauf 
wird überall die Betrachtung zurückgeführt. 

In der That, in der Mathematik giebt es keinen Winkel 
überhaupt, sondern wesentlich nur den planimetrischen. 



^) Man vergleiche die Studie im ersten Bande. 
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Also würde bei einer philosophischen Betrachtang des 
AUgemeinbegriffs Winkel, die man ja als möglich hinstellen 
könnte, der Inhalt fehlen und also auch nach dieser Seite hin 
,,der Winkel überhaupt^' sich jeder Untersuchung, mithin auch 
einer Definition entziehen. 

Ich mochte gleich diese Gelegenheit benutzen, um eine 
andre hierhergehörende Frage, deren Beantwortung mit der 
hier behandelten in engem Zusammenhange steht, in Betracht 
zu ziehen. Man hat nämlich die Frage aufgeworfen, ob die 
Tangente mit der Kurve, an die sie gezogen ist, einen Winkel 
bildet. Diese Frage ist entschieden zu verneinen, denn unter 
Winkel würde ja der Winkel zwischen der Tangente und der 
in dem betrefiTenden Eurvenpunkt gezognen Tangente d. h. mit 
sich selbst zu verstehen sein; man sieht also, dafs diese Frage 
nur ein negatives Resultat ergeben kann. Anders freilich 
würde sich das Problem gestalten, wenn gefragt würde: bildet 
die Tangente mit irgend einem Teil der Kurve, der nicht mit 
dem Berührungspunkt identisch ist, einen Winkel. Beantworten 
lälst sich diese Frage selbstverständlich nur, wenn man ein 
Kurven Clement dabei in Betracht zieht. 

Nach dieser Abschweifung kehren wir zu der Definition 
E. Müllers von dem planimetrischen Winkel zurück. Es 
heifst bei ihm:^) „Der Exponent des geometrischen Verhält- 
nisses, in welchem ein durch Drehung, sei es durch die ein- 
fache Drehung eines Elementes eines ebenen Linienbüschels 
oder eines Flächenbüschels oder eines flachen Linienbüschels, 
sei es durch die zusammengesetzte Drehung der beiden Ele- 
mente eines Büschelraumes entstandenes Raumgebilde zu dem 
durch die totale Drehung derselben Elemente entstandnen 
steht, heifst Winkel, und zwar resp. 

1. ein ebener Linien winkel oder 

2. ein Flächenwinkel oder 

3. ein flacher Linienwinkel oder 

4. ein Körperwinkel. 

Der dem ebenen Linienwinkel . . . entsprechende Teil der 
Ebene . . . heifst Winkelebene . . .*' 



*) Elemente, S. 26. 
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Diese Definition findet in einer Anmerkung/) in der die 
oben erwähnten Betrachtungen der Vorrede noch erweitert 
werden^ folgenden Zusatz: 

„Als Exponent eines geometrischen Verhältnisses ist aber 
der Winkel eine Zahl, wie es der Sinus , Kosinus und die 
andern Winkelfunktionen ebenfalls sind . . • Wie bei den 
Winkelfunktionen Zahl und Linie oftmals yertauscht und ver- 
wechselt werden, so noch öfter oder vielmehr stets wird der 
Winkel mit der Winkelebene verwechselt, oder vielmehr sagt 
man der gröfseren Kürze halber überall , wo kein Mifsver- 
ständnis entstehen kann^ für Winkelebene blofs Winkel. Und 
wie die Grofse der Winkelfunktionen, so ist auch die Gröfse 
der Winkel selbst unsrer Definition zufolge von der Länge 
der Schenkel unabhängig, weil die gröfsere oder kleinere 
Drehung von der Länge der Schenkel ganz unabhängig/^ 

Man wird der Definition E.Müllers nachrühmen müssen, 
dafs sie durchaus wissenschaftlich, zugleich völlig erschöpfend 
und vollkommen einwandfrei ist, aber nicht wird man ihr 
nachrühmen können, dafs sie kurz und bündig sei oder — wenn 
wir ihre Verwendbarkeit im Unterricht in Erwägung ziehen — 
dafs sie sich sonderlich für den Unterricht eigne. Aus dem 
letzteren Grunde, besonders wegen des für Viele unverständ- 
lichen Ausdrucks „Exponent des Verhältnisses'^ kann ich auch 
diese Definition des Winkels nicht für angemessen erklären, 
wohlgemerkt aber nicht wegen des Inhaltes der Definition, 
sondern wegen ihrer Form. 

Was nun die drei verbreitetsten Definitionen des Begriffes 
Winkel betrifft, so habe ich dazu Folgendes zu bemerken. 

1. Der Winkel als Richtungsunterschied. 

Bei der Besprechung dieser Definition können wir uns 
auf unsre Ausführungen im ersten Kapitel (§ 1) zurückbeziehen, 
ja wir werden hier zu einer wesentlichen Ergänzung und 
Erweiterung der dort angestellten Untersuchungen gelangen. 
Dort wurde nur der reine Begriff Richtung an und für sich 
zum Gegenstande der Untersuchung gemacht, hier werden wir 

^) Elemente, S. 28. 
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durch seine Verwendung, durch die Yergleichung yerschiedener 
Richtungen — sit venia yerbo — zu neuen Gesichtspunkten 
gelangen, unter denen auch der reine Begriff selbst noch an 
Klarheit gewinnen wird. Wenn wir das dort Gesagte noch 
einmal kurz im wesentlichen zusammenfassen, so waren wir 
zu folgendem Resultate gekommen: Richtung ist die un- 
mittelbare Relation zweier Punkte, die im Strahle 
zur Anschauung kommt. ^) 

Wesentlich Neues tritt hinzu, wenn wir nun bestimmte 
Richtung, die in einem bestimmten Strahle zur Anschauung 
kommt, in Betracht ziehen. Fassen wir einen bestimmten 
Strahl als Träger einer bestimmten Richtung auf, so können 
wir jetzt, indem wir verschiedene Strahlen betrachten, indirekt 
auch von den verschiedenen Richtungen sprechen. So ist der 
Ausdruck zu erklären, dafs sich ein Punkt nach allen Rich- 
tungen bewegen könne. Bedenklich in hohem Mafse erscheint 
mir aber immer wieder bei fortgesetztem Nachdenken über 
diesen Gegenstand der Ausdruck, dafs Richtung veränderlich 
sei, dafs man Richtungen verändern könne, und ich glaube 
daher auch, dafs es gut sein wird, derartige Ausdrücke zu 
vermeiden. Von verschiedenen (bestimmten) Richtungen läist 
sich wohl sprechen, man kann seine Richtung ändern, die 
Richtung wechseln, aber Richtung selbst — als Qualität, 
Modalität oder Relation — bleibt etwas Unveränderliches. 
Nur insofern, als bestimmte Richtung im bestimmten Strahle 
zur anschaulichen Vorstellung wird, kann man verschiedene 
Richtungen mit einander in Vergleichung bringen. Vielleicht 
liefse sich das Verhältnis so ausdrucken, dals man sagte, 
Strahlen resp. Gerade sind verschieden in Bezug auf Richtung. 
Das würde jedenfalls genauer sein, als von verschiedenen 
Richtungen zu sprechen. Dennoch ist der allgemeine Sprach- 
gebrauch gerade hier sehr dehnbar, selbst das verpönte Wort 
Richtungsunterschied hat gar mannigfaltige Analogieen im 
gewöhnlichen Leben, in denen ebenfalls von einer Quantität 
gar keine Rede ist, wenn wir z. B. vom Parbenunterschiede 



^) So wie der Abstand die unmittelbare Relation zweier Punkte 
ist, die in der Strecke zur Anschauung kommt. 
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zweier Gegenstände sprechen. Selbstverständlich wird es Nie- 
mandem einfallen, hierbei an einen Quantitätsunterschied zu 
denken. Besser würde man ja, anstatt Unterschied, den 
Ausdruck Verschiedenheit wählen, aber streng genommen 
dürfte dadurch wenig gewonnen sein. Trotzdem in dem ge- 
wählten Beispiele von Quantität keine Rede ist, so spricht 
man aber doch von der Gröfse des. Farbenunterschiedes, sagt, 
der Farbenunterschied ist hier gröfser als dort, mischt also 
eine quantitative Betrachtung in reine Qualitätsverhältnisse. 
Ja es ist nicht zu leugnen, dafs Qualitäts Verschiedenheiten resp. 
Unterschiede mit einander verglichen werden können, dafs wir 
es also mit einer Art von Gröfsen zu thun haben. Es fragt 
sich nun, liegt hier dasselbe Verhältnis vor? Es würde zu 
einem grofsen Irrtum führen, wollte man die vorliegende Frage 
mit ihren Analogieen in andern Gebieten identifizieren. Wir 
müssen, um die wahre Erkenntnis zu erlangen, hier auf den 
Grund gehen, der hier teils in den reinen Begriffen selbst 
liegt, teils in dem Verhältnis der Einzelbeziehungen. Bleiben 
wir bei dem einmal gewählten Beispiele stehen. Auf den 
ersten Blick könnte es uns zu falscher Schlufsfolgerung ver- 
leiten, zu der Annahme, dafs Richtungsunterschied ein logisch 
richtiger Begriff und der möglichen Vergleichung halber ein 
Quantitätsbegriff besonderer Art sei — insofern nämlich, als 
überhaupt Vergleichung möglich. 

Der wesentliche Unterschied, auf den es hier ankommt, 
ist der, dafs der Begriff der Richtung ein singulärer ist, der 
der Farbe nicht; es giebt verschiedene Arten von Farben, aber 
keine verschiedenen Arten von Richtungen. Es handelt sich 
also um eine ganz andere Sorte von Unterschied. Es liegt 
die Versuchung nahe, den Begriff der Läge in diese Betrach- 
tungen hineinzuziehen, dadurch würde aber nichts gewonnen 
sein, im Gegenteil, dieser neue Begriff würde nur stören. Die 
Lösung des Problems liegt darin, dafs Qualitätsunterschiede 
quantitativ verglichen werden können, sobald es verschiedene 
Arten einer Qualität giebt, dafs dies aber nicht möglich ist, 
sobald die Qualität singulär ist. 

Es ist also einleuchtend, dafs die Definition des Winkels 
als Richtungsunterschiedes hinföllig ist, ebenso wie alle mit 
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dieser yerwandteii; weil bei der bestehenden Singularität des 
Bichtongsbegriffes der Winkel eine Gröfse ist^ also nicht der 
Unterschied zweier Nichtgrofsen sein kann, die yon einerlei 
Art sind. Hierin liegt ein logischer Widerspruch^ der diese 
Definition ; die auf den ersten Blick viel für sich zu haben 
scheint, unmöglich macht. Der Winkel ist eine Quantität^ 
nach dieser Definition aber würden wir es mit einem quali- 
tativen Unterschiede in der eben geschilderten eingeschränkten 
Beziehung zu thun haben ^ worin eine logische Unmöglich- 
keit liegt. 

Es herrscht übrigens gerade hier eine seltene Einmütig- 
keit in der Auffassung resp. Abwehr der Torliegenden Defi- 
nition.^) 

Im wesentlichen identisch mit der besprochenen Definition 
ist die Euklidische und die damit verwandten. Hoff mann 
äufsert sich zu ihr in seinem Aufsatze, Die Prinzipien des 
1. Buches von Euklids Elementen^ in H. Z. III, p. 121 wie folgt: 

„Euklid erklärt den Winkel als Neigung zweier Linien 
zu einander und scheint sonach die Richtung der Schenkel 
nicht vom Trefi^unkt (Scheitel, gemeins. Drehpunkt) aus, 
sondern nach dem Trefi^unkte hin zu rechnen, indem er 
vorher die Geraden als parallel annimmt und jede sich um 
einen ihrer Punkte drehen läfst. Das Zusammentreffen ist 
dann Resultat (Folge) der Neigung, wobei das zu einander 
auf eine wenn auch nicht notwendig gleichzeitige Neigungs- 
bewegung deutet. Es versteht sich von selbst, dafs dann auf 
der entgegengesetzten Seite ein Voneinanderweichen statt- 
findet. 

Diese Definition leidet an der bekannten Euklidischen 
Starrheit. Sie erfafst das Winkelgebilde in einem be- 
stimmten Momente der Erzeugung gewissermafsen als er- 
starrt, nicht im Flusse^ der Bewegung . . . Genetisch ist dies 
Verfahren nicht. Denn das Kennzeichen der genetischen 
Methode ist, dafs sie die räumlichen Gebilde nicht wie ein 



^) Auch Bürklen sagt 1. c. p. 1: „Gegen die erste Definition (als 
Bichtungsanterschied) wendet er mit Recht ein, dafs eine Richtung keine 
extensive Gröfse ist, und dafs zwei Richtungen daher keinen quantita- 
tiven Unterschied haben können." 
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Gemälde in einem Momente des Gewordenseins, sondern 
im Flusse der Bewegung betrachtet und sehr richtig sagt 
B. Becker (Über die Methode des geometr. Unterrichts. 
Frankfurt a/M. 1845), dafs die Definition einer Raumgrofse 
„durch Angabe der eigentümlichen Erzeugungsweise das Wesen 
der Gröfse enthüllen raufs".'^ 

Man sollte nach diesen Worten glauben^ dafs Hoff mann 
keine andere Erklärung des Begriffes Winkel zulasse, als eine, 
die sich auf den Begriff der Drehung stützt. Und doch rühmt 
er an seiner Definition, dafs sie Ton der Drehung völlig un- 
abhängig sei, und wählt eine Erklärung, die — wie ich schon 
weiter oben bemerkte — erst recht an dem Fehler Euklidischer 
Starrheit leidet. Gerade seine ganz äufserliche Definition des 
Winkels als einer Figur geht doch von dem festen, starren 
Gebilde zweier Strahlen mit gemeinsamem Ausgangspunkte 
aus, ohne im geringsten von einer Beweglichkeit etwas an- 
zudeuten. 

Treffende Bemerkungen knüpft er an seine oben zitierten 
Ausführungen über Neigung und Abweichung, die in dem Be- 
griffe Richtungsunterschied ^,verschmelzen'^. Aber dafs auch 
in dem letzteren Ausdrucke nicht das geringste Moment liegt, 
das auf Bewegung deutet, übersieht er.^) Was speziell noch 
das Wort „Neigung" betrifft, so möchte ich dagegen noch das 
bemerken, dafs es insofern ungünstig gewählt ist, als sein 
Wesen demjenigen des Winkels umgekehrt proportional ist: 
je geringer die Neigung, desto gröfser der Winkel; je gröfser 
die Neigung, desto kleiner der Winkel: derartige reciproke 
Verhältnisse aufzufassen, sollte man denen, die man zuerst 
mit dem Begriffe Winkel vertraut machen will, nicht zumuten. 

Wenn ich soeben sagte, dafs Hoff mann übersähe, dafs 
in dem Begriffe Bichtungsunterschied keine Bewegung liege, 

^) Dafs BichtuDg kein Gröfsenbegriff, Bichtangsunterscliied daher 
ein qualitativer Unterschied sei, wird noch besonders bemerkt. 

Man vergleiche auch Becker in H. Z. II, p. 97: „Als Bichtungs- 
unterschied darf er, auch davon abgesehen, dafs gerade Linien gar keine 
Bichtnng haben, schon deshalb nicht aufgefafst werden, weil die Bich- 
tung und also auch der Bichtungsunterschied gar keine Gröfse ist/* 

Ferner: Hoff mann, Stadien über geometrische Grundbegriffe in 
H. Z. IV, p. 103. 
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so ist das nicht ganz genau. Er meint vielmehr, da£* dieser 
Begriff eine Bewegung involviere und stützt sich dabei auf 
folgende Äufserungen (Fresenius, Grundlagen etc. S. 34 — 35): 
,,Desto einfacher ist die Definitionsweise: Winkel ist der 
Richtungsunterschied zweier Linien oder, was auf dasselbe 
hinauslaufend nur deutlicher die Bewegung involTiert, 
zurückgelegter Drehungsweg etc.*' und (B. Becker: Über 
die Methode des geometrischen Unterrichts. Frankfurt a/M. 
1845. S. 18): „Wenn man durch drehende Bewegung die 
Richtung einer Linie ändert, so nennt man die Gröfse dieser 
Änderung, den Richtungsunterschied, einen Winkel. Nur 
durch die drehende Bewegung, die erforderlich ist, um einen 
Schenkel in die Richtung des andern zu bringen, läCst sich 
der Winkel begreifen. An dieser Entstehung des Winkels 
muls man festhalten, darauf alle Sätze über Winkel zurück- 
führen; und wo man einen Winkel findet, mufs die Phantasie 
zu dem starrgewordnen Resultat die erzeugende Drehung 
hinzudenken." 

Mir will es scheinen, als wenn diese Zitate gerade gegen 
Hoffmanns Ansicht sprächen. 

In einem gewissen Gegensatz zu seinen bisher besprochenen 
Ausführungen scheinen mir übrigens auch die Untersuchungen 
zu stehen, die er im IV. Bande der H. Z. p. 103 f. mitteilt 
Dort wendet er der Drehung besondere Aufmerksamkeit zu, 
durch die der qualitative oder besser modale Richtungs- 
unterschied in einen quantitativen oder Gröfsenunterschied 
umgewandelt werde. 

,,Durch diesen Prozels der Drehung gelangt man also aus 
dem rein qualitativen Gebiet der Richtung in das quantita- 
tive. Denn die Richtungsänderung (Richtungsabweichung) wird 
nun zur Gröfse und läfst sich messen durch die Kreis- oder 
Drehungsbögen des betrachteten Punktes." 

Die weiteren Ausführungen, die sich hieran anschliefsen, 
sind zu ausführlich, um hier zitiert zu werden, ich mufs mit 
Nachdruck auf den betreffenden Artikel selbst verweisen. 

Hiermit will ich die Besprechung dieser ersten Definitions- 
weise abschliefsen; ich werde weiter unten bei der Darlegung 
meiner eignen Ansichten und bei dem Versuche eine wissen- 
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schattlich korrekte und im Schulunterrichte wohl verwendbare 
Erklärung des Winkelbegriflfs zu geben, noch Gelegenheit 
finden, auf einige wichtige Punkte der Erörterung zurückzu- 
kommen. Auch die Zitate werden Veranlassung bieten, hierher- 
gehorige Bemerkungen anzubringen. 

2. Der Winkel als Ebenenstück. 

Diese von Bertcand^) aufgestellte, von Baltzer in seinen 
Elementen acceptierte Definition hat ebenfalls zahlreiche An- 
hänger gefunden. 

Ich bemerkte dazu in meinem erwähnten Artikel: „Nach 
dieser Definition würden alle Winkel unendlich grofs, also 
untereinander gleich sein.'^ 

Diese Aufserung ist vielfach mifs verstanden worden,*) ja 
sie hat mir einige gerade nicht schmeichelhafte Beurteilungen 
zugezogen. So bemerkt Moroff in seinem Programm, das 
Winkelfeld, Hof 1890, p. 5: „Ferner, welche unglaubliche Be- 
hauptung läfst der Herr Herausgeber, welcher sonst mit Ein- 
würfen sofort, ja schon im Voraus bei der Hand ist, unbe- 
anstandet! Indem nämlich der Herr Verfasser im Verlauf 
seines Aufsatzes so eine Art ganz neue Erklärung für den 
Winkel giebt und selbstredend die sonstigen Auffassungen ver- 
wirft^ kehrt er sich auch gegen die namentlich von Baltzer 
vertretene Richtung, wonach der Winkel ein ebenes Feld dar- 
stellt; man höre: „Es müfsten da alle Winkel als unendlich 
grofse einander gleich sein! Sehr merkwürdig; dem Herrn 
Verfasser müssen ja alle stetigen Ausdehnungen als gleich 
grofs gelten! Und hat er denn als Knabe niemals nach dem 
gröfseren Kuchenausschnitt gegriffen? Und hätte er es nicht, 
selbst wenn der Kuchenrand verdeckt d. h. die Begrenzung 
ungewifs gewesen wäre?" 

Hierzu habe ich Folgendes zu bemerken. Warum ich 
nach dieser Aufserung alle stetigen Ausdehnungen als gleich 

^) Bertrand, däveloppement nouveau de la partie äl^mentaire 
des math. — Gen^ve 1778. 

') Auch Herr Direktor Tbaer äufserte brieflich seine Bedenken 
gegen diese Stelle, gab aber nach meinen Erläuterungen zu, dafs das 
Verbältnia oo:oo über den Horizont der Schüler hinausgeht. 
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grofs ansehen mufs, ist mir nicht klar. Ich sehe hier keinen Zu- 
sammenhang. Was das geschmackvolle Beispiel vom Kuchen 
betrifft^ so ist zu bemerken^ dafs, wenn die Begrenzung ver- 
deckt wäre^ über die Grölse der Stücke kein Urteil abgegeben 
werden könnte. Der Winkel ist ja aber ausdrücklich offen, 
nicht begrenzt. Beim Kuchen handelt es sich um Sektoren! 
Würde aber dem Kinde gesagt: beide Stücke sind unendlich 
grofs, oder in seiner Sprache, welches Stück Du auch nimmst^ 
Du wirst es nie aufessen können, so würde es ihm natürlich 
einerlei sein, welches Stück es nimmt. Was hier in Betracht 
kommt, ist nicht die unendliche Gröfse an sich, sondern es 
handelt sich um oo : oo, um das Verhältnis des unendlich 
grofsen Ebenenausschnittes zu der unendlich grofsen Ebene 
selbst und darum, dafs dieses Verhältnis einen endlichen 
Wert hat. Derartige Betrachtungen dürften aber gewifs am 
Anfang des geometrischen Unterrichts nicht am Platze 
sein. Was mich diese Definition also verwerfen läfst, ist nicht 
die Furcht vor dem Unendlichen, obgleich es wohl methodisch 
richtig sein dürfte, möglichst selten mit diesem Begriffe im 
Anfangsunterrichte zu operieren,^) sondern die feste Über- 
zeugung, dafs der Umstand, dafs das Verhältnis zwischen zwei 
unendlich grofsen Grofsen einen endlichen, bestimmten Wert 
haben kann, kein geeignetes Problem für Quartaner ist 

Es kommt ferner hinzu, dafs das Operieren mit den un- 
endlich grofsen Winkelfeldern zu neuen Schwierigkeiten führt. 
Was soll denn ein eben in die Geometrie eintretender Ver- 
stand mit dem Satze anfangen, dafs die Winkelsumme im 



^) Im Gymnasium, IX. Jahrgang, Heft Nr. 8, findet sich folgende 
Besprechung der Mor off sehen Abhandlung: ,,Behandelt die Lehre 7on 
den Winkeln unter Zugrundelegung der Definition, dafs dieselbe ein 
Feld von unendlicher Ausdehnung, aber durch Messung mit der Ebene 
vergleichbar sei. Ohne daraus Eonsequenzen für das XI. Axiom zu 
ziehen, bringt die Abhandlung eine überraschend einfache Ableitung für 
die Winkelsumme des Dreiecks, die allerdings auf dem bedenklichen 
Prinzip beruht cx) + a = oo. Wegen der durch die Definition des 
Winkels als unendlich grof&es Feld benötigten Einführung des Unend* 
liehen in die Elemente möchten wir nach wie Yor der Auffassung des 
Winkels als Mafs für die Gröfse der Drehung, welche nötig ist, 
um aus einer Richtung in eine zweite zu kommen, den Vorzug geben.'* 



J 
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Dreieck einen Flachwinkel beträgt^ wenn er diesen Flachwinkel 
mit der Halbebene zu identifizieren genötigt ist. 

Dafs es sich hier um das Verhältnis von oo : oo handelt, 
bemerkt auch Bürklen.^) Er sagt: ,,Dies (nämlich mein oben 
zitierter Satz) ist eine falsche Ansicht, denn 00:00 ist be- 
kanntlich nicht einfach gleich 1 und die Auffassung des 
Winkels als Ebenenstück führt aus diesem Grunde zu nichts 
Widersinnigem" 

Ich glaube jetzt Klarheit geschaffen zu haben, was ich 
an der Definition auszusetzen habe und warum ich ihr ent- 
gegentrete. 

Bürklen sagt übrigens 1. c. p. 9: „Es dürfte mit dem 
Bisherigen^ nachgewiesen sein, dafs der Winkel weder an 
sich, noch hinsichtlich seiner Gröfse ohne weiteres auch nicht 
definiert werden darf als „das durch zwei von einem Punkte 
ausgehende Strahlen abgegrenzte Ebenenstück''. 

Was ferner noch gegen die hier behandelte Definition 
einzuwenden ist, umfafst die folgenden beiden Punkte. Es 
wird dem Schüler nur schwer, vielfach gar nicht das Ver- 
ständnis beizubringen sein für den Zusammenhang des un- 
endlich grofsen Flächenstückes mit der anschaulichen endlichen 
Gröfse resp. seine Erkenntnis wird verwirrt, wenn er ver- 
schieden grofse Winkel ansieht und hört, dafs beide unendlich 
gröfse Stücke der anendlich grofsen Ebene seien und insofern 
sich doch seiner Gröfsenvergleicbung entziehen. Die anschau- 
liche Darstellung der Veränderlichkeit eines Winkelgebildes 
dürfte am besten dazu geeignet sein, uns vor der Verwendung 
der hier besprochenen Definition im Schulunterricht zu be- 
wahren. 

Zweitens liegt bei der bisher üblichen Auffassung des 
Winkels — besonders, da meistens gar nicht besonders be- 
tont wird, ob wir es mit einem Raumgebilde oder Flächen- 
gebilde, speziell einem Ebenen gebilde zu thun haben — nichts 
vor, das a priori für das letztere spräche. 

*) Zur Lehre vom Winkel im Korrespondenzblatt för die Gelehrten- 
uiid Realschulen 1891. — Tübingen, Fnes. 

') Es handelt sich dabei um die Bestimmung, was grofs am Winkel 
sei. Bürklen will Quantum und Quaaütät scharf geschieden haben. 
Sohoiten, der planimetr. Unterricht. H. 8 
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Hoffxnauii^) äufsert sich zu dieser Definition folgender- 
mafsen: „Diejenigen, welche Winkel als Ebenenausschnitt 
definieren, behaupten, der Winkel sei ein Teil der Ebene. 
Dazu ist zu entgegnen: Insofern Winkel (ahnlich wie Dreieck) 
Form an einem Ebenenteil (dem Geformten) ist und insofern 
jeder Baumteil, also auch ein Flächenraum geformt ist, die 
Form überhaupt nur an einem Baumgebilde zur Erscheinung 
kommen kann, insofern kann beim Winkel auch nicht ganz 
YOD der Ebene abstrahiert werden. Doch tritt diese Ebene 
(das Geformte) yor der Begrenzungsform in den Eüntergrund 
(vergl. Holz- und Drahtdreieck). Nur die Gröfse des be- 
grenzten Ebenenstückes oder der Flächeninhalt ist dabei gleich- 
gültig. Winkel und Dreieck sind sonach nicht Flächen, son- 
dern nur die einem Flächenstück die Form gebenden 
(dasselbe gestaltenden) Liniengebilde, der Winkel ein offenes, 
das Dreieck ein geschlossenes/' 

3. Der Winkel als Drehungsgrofse. 

Bei dieser Definition hatte ich mich in meinem mehrfach 
erwähnten Artikel gegen den Ausdruck „der Winkel ist die 
Grofse der Drehung'' gewendet, indem ich anerkannte, dafs 
das Wesentliche für den Begriff Winkel, das Moment der 
Drehung, hier zur notwendigen Geltung gelange. Ich schlug 
dann folgende Definition für den Winkel vor: 

„Gehern von einem Punkte zwei Strahlen aus, so 
ist der durch die beiden Strahlen gebildete Winkel 
das Mafs der stetigen Drehung, durch die der eine 
Strahl in die Lage des andern gebracht wird, ohne 
aus der durch die Strahlen bestimmten Ebene heraus- 
zugehen,^) oder kurz: 

Der Winkel Ist das Mafs der Drehung." 

») H. Z. III, p. 123. — (Maa vergL auch H. Z. XVI, p. 340.) 
^) M. Simon bemerkt hierzu in einem an mich gerichteten Briefe: 
„Ihr gesperrt gedrückter Satz ist unanfechtbar, leider ist er keine Defi- 
nition des Winkels. Der Satz lehrt nur Drehungen mittelst der Winkel 
vergleichen und setzt somit den Winkel schon als bekannt voraus, ge- 
rade so, wie wenn Sie sagen, diese Strecke hat die Länge 3 m, Sie 
voraussetzen das Meter wäre bekannt. M. E. giebt es fdr den Winkel 
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Diese Definition ist von verschiedenen Seiten angenommen 
und findet sich in einigen neueren Lehrbüchern (vergl. oben 
die Fufsnote zu Moroffs Abhandlung); ich kann ferner be- 
stätigen, dafs man im Unterrichte gut damit auskommt. 

Selbstverständlich sind aber auch mehr oder weniger ent- 
schiedene Gegner dagegen aufgetreten. So finden sich in 
Hoffmanns Zeitschrift selbst wieder einige Artikel, auf die ich 
hier noch eingehen mufs. 

Hoff mann selbst widmet meiner Abhandlung eine Be- 
sprechung im XX. Bande von H. Z. p. 581 — 83. Er sagt dort: 
,,Wir glauben, dafs diese Definition schon deshalb nicht zu 
halten ist, sondern fallen mufS; weil sie einen Begriff der 
Mechanik (Drehung) hereinzieht und demgemäfs ihr Inhalt 
wesentlich mechanischer Natur ist. Denn Drehung ist eine 
Art von Bewegung. Zwar ist ja die Bewegung ein Element, 
das besonders in der neueren Geometrie eine Bolle spielt, 
aber doch nur als Unterstützung zu dem Zwecke herbeigezogen 
wird, um . . . der Anschauung zu Hülfe zu kommen; aber dieses 
Hülfselement (Bewegung) ist nicht wesentlich für die Be- 
griffsbestimmungen der Liniengebilde. Einen Winkel kann 
man auch begreifen ^ wenn man von der Bewegung (seiner 
Schenkel) absieht und ihn als fest geworden (erstarrt) be- 
trachtet." 

Dem gegenüber zitiere ich folgende Worte von Hoff- 
mann selbst in H. Z. lU^ p. 121: 



keine andere Definition als diese: Der Winkel ist die Grenze (der Grenz- 
abschlufs) des Kreissektors bei über jedes Mafs wachsendem Badias, 
wobei per hypoth. angenommen wird, dafs der Winkel sich zur Ebene 
verhalte, wie sein Sektor zum Kreis. Da nach dem allgemeinen Prinzip 
gleiche Ursachen gleiche Wirkungen haben, zu gleichen Sektoren gleiche 
Winkel gehören und zu ungleichen Sektoren in derselben Weise un- 
gleiche Winkel, so ist Ihre Definition als Satz bewiesen.** 

Von anderer geschätzter Seite werde ich darauf aufmerksam ge- 
macht, dafs es sich empfehlen dürfte, die Definition so zu fassen: 

„Gehen von einem Punkte zwei Strahlen aus, so wird das 
Mafs der stetigen Drehung, durch die der eine Strahl in die 
Lage des andern gebracht wird, ohne ans der durch die 
Strahlen bestimmten Ebene herauszugehen, als der durch 
die beiden Strahlen gebildete Winkel bezeichnet/* 

8* 
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,,Diese Definition (die Euklidische) leidet an der bekannten 
Euklidischen Starrheit. Sie erfafst das Winkelgebilde in 
einem bestimmten Momente der Erzeugung gewipsermafsen als 
erstarrt, nicht im Flusse der Bewegung. Daher bleibt nun 
auch der Umfang des Begriffes unToUstandig, denn . . . Gene- 
tisch ist dies Verfahren nicht Denn das Kennzeichen der 
genetischen Methode ist^ dafs sie die räumlichen Gebilde nicht 
wie ein Gemälde in einem Momente des Gewordenseins, 
sondern im Flusse der Bewegung betrachtet und sehr 
richtig sagt B. Becker, dafs die Definition einer Kaumgröfse 
yydurch Angabe der eigentümlichen Erzeugungsweise das Wesen 
der Gröfse enthüllen mufs"." 

Man yergleiche übrigens auch meine Ausführungen zu 
Hoffmanns Arbeiten am Anfang dieses Kapitels. 

Hoffmann föhrt dann fort, p. 582: 

,y Wollte man aber auch die Drehung als das Wesentliche 
für den Winkelbegriff gelten lassen, so wäre doch nicht ein- 
zusehen, wie dadurch, dafs man Mafs der Drehung statt 
Gröfse der Drehung setzt, etwas gewonnen oder ge- 
bessert wäre. 

Was ist denn ein Mafs? Eine bestimmte Gröfse, mit 
der man eine andere gleichartige mifst oder messen kann. 
Als Mafs kann aber jede Gröfse angenommen werden . . . 
Dann aber ist Mafs nichts weiter als Gröfse. Mafs und Gröfse 
sind identisch, und ob man sagt Mafs der Drehung oder 
Gröfse der Drehung ist gleichgültig.'' 

Diese Ausführungen mufs ich entscliieden bestreiten. Maus 
und Gröfse sind durchaus nicht identisch. Nur das ist richtig, 
dafs das Mafs mit dem, was es miüst, gleichartig ist; darin 
sehe ich aber gerade den Vorzug meiner Definition; sie deckt 
das wahre Wesen des Winkelbegriffs auf; indem sie Winkel 
mit Drehung als gleichartig nachweist und auf den engen Zu- 
sammenhang zwischen Winkel und Drehung hinweist. Hoff- 
mann hält an seiner Erklärung des Winkels als eines offenen, 
formgebenden Liniengebildes fest. 

Auch im Bd. XXI der H. Z. kommt der Herausgeber noch 
einmal auf unser Thema zurück in einem Artikel „Neues zur 
Lehre vom Winkel" p. 249—260, in dem er zuerst die Frage 
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erörtert, „welche Merkmale sind für die Bestimmung 
des Begriffs Winkel wesentlich und also notwendig 
und welche sind nebensächlich?" Er geht auch hier 
von der figürlichen Erklärung aus und führt die Untersuchung 
zurück auf die wesentlichen Eigenschaften der Geraden: 
Lage (Stellung), Richtung, Gröfse. Von diesen sei für den 
Winkelbegriff wesentlich^ also notwendig yor allem die Lage. 
Daraus folge, dafs — weil Parallele keinen Winkel bilden 
können — das Wesen, die Wurzel des Winkelgebildes in 
der Neigung der beiden Geraden liege. Neigung und Lage 
seien beide veränderlich. „Dagegen kann die Neigung einer 
Geraden (gegen eine andere) nur durch den Bewegungsprozefs 
der Drehung sich ändern." 

„In dieser Möglichkeit der Neigungsänderung liegt aber 
die Quelle oder Wurzel der Gröfsenänderung des Winkel* 
gebildes d. i. sein Wachsen und Abnehmen. Somit ist auch 
für diese Gröfsenänderung die Neigung das Wesentliche."^) 

Ich meine, hier hätte man nach dem Vorhergehenden zu 
der Schlufsfolgerung gelangen müssen, dafs das Wesentliche 
des Winkels und seiner Änderung in der Drehung liege, da 
auf sie ja wieder nach den eben zitierten Worten die Neigung 
zurückgeht. Hätte Hoff mann diese sich mit unbezwingl icher 
Gewalt aufdrängende Eonsequenz gezogen, so wäre er genau 
zu demselben Resultat gekommen, wie ich bei meinen Unter- 
suchungen; aber er hat sich mit sehenden Augen von dieser 
Konsequenz weggewendet. Er schliefst diese Betrachtungen 
mit den Worten: 

„Wir haben jetzt alles, was am Winkelgebilde wesent- 
lich ist, nämlich zwei Gerade und die Eigenschaft des Ge- 
neigtseins derselben, die aus ihrer Lage entspringt." 

Dafs hierbei der Begriff der Ebene vorausgesetzt wird, 
darauf möchte ich hier nur beiläufig hinweisen. 

Der weitere Teil dieses Artikels rekapituliert des Ver- 



^) Weiter unten p. 254 heifst es: f^Die Gröfsenänderung d. i. das 
Wachsen und Abnehmen des Winkels gehört aber ebenso wenig zum 
Wesen des Winkels, als . . ." 

Mir scheint, als wenn diese beiden Äufscrungen sich diametral 
gegenüberständen. 
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fassers Ansichten über die Richtung. (Man yergleiche Kapitel I 
dieses Bandes.) Das Resultat ist; dafs die Definition des Winkels 
als Ricfatungsunterschiedes verworfen wird; aber auch meine 
Definition wird yerworfen, da sie die Ursache (Drehung) statt 
der Wirkung oder des Resultates (Winkelgebilde) nehme. Wo 
bleibt aber dann der „Flufs der Bewegung"? 

Da auch die dritte Eigenschaft der Geraden ^ die Länge, 
aufser Betracht bleibt, so sei also für das Wesen des Winkel- 
gebildes einzig und allein die Neigung wesentlich. Es 
wird aber nachträglich zugegeben, dafs die hierauf gegründete 
Definition: „Der Winkel ist ein Liniengebilde, bestehend aus 
zwei zu einander geneigten Geraden , die bis zum Trefi^unkt 
verlängert, also von diesem einseitig begrenzt sind," „in einem 
Punkte eine gewisse Leere zurücklasse." 

Wäre das möglich, wenn die Definition wirklich alles 
Wesentliche enthielte? 

Der zweite Teil des Artikels ist betitelt: „Zur Ent- 
stehung des Winkels aus der parallelen Lage zweier 
Geraden. Die Begriffe „Neigung" und „Abweichung" 
als Wechselbegriffe.*' 

Hier finden sich recht wohl brauchbare Untersuchungen 
zur Verdeutlichung der früher angestellten Betrachtungen, für 
die eigentliche Definition des Winkels sind sie dagegen ohne 
Bedeutung. 

Schliefslich bringt Bd. XXH der H. Z. noch zwei hierher- 
gebörige Abhandlungen. 

Die „Zur Definition des Winkels" betitelte von Gerlach, 
p. 1 — 9, geht davon aus, dafs „man sich etwas vorstellen und 
auch etwas denken könne." 

Im ersteren Falle geht man von der reinen Figur einer 
gebrochenen Linie aus, die die Vorstellungen von einem sich 
öffnenden Gebilde, von einem Ebenenausschnitt .oder Sektor, 
vom Richtungsunterschiede zweier Strahlen, von einer mög- 
lichen Drehung hervorruft. „Der Träger dieses Komplexes von 
Vorstellungen heifst Winkel." 

Hierbei sei aber noch Wesentliches mit Unwesentlichem 
vermengt. Diesem „ursprünglichen" Winkel wird der „mathe- 
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matische" gegenübergestellt, mit dem die Raumlehre operiert, 
„der also notwendig eine Gröfse oder Zahl ist." 

Die Untersuchung nimmt folgenden Gang. 

„I. Der mathematische Winkel als unbenannte Zahl/' 

Hier handelt es sich nur um Gröfsenrergleichung, um 
Eelationen. Der ursprüngliche Winkel gilt als gegebne Vor- 
stellung. Es ergiebt sich die Definition: 

„Unter dem Winkel, den eine gebrochne Linie darstellt, 
versteht man die relative Gröfse des zugehörigen Sektors." 

„IL Der mathematische Winkel als Gröfse." 

Hier lautet die Definition: 

„Die gebrochne Linie im Sinne eines Trägers, als eine 
dem Sektor proportionale Gröfse gedacht, heifst ein mathe- 
matischer Winkel." 

Auch hier gilt der ursprüngliche Winkel als gegebene 
Vorstellung. 

Die beiden Definitionen werden als wesentlich identische 
bezeichnet, jedoch der zweiten Fassung der Vorzug gegeben, 
weil für den Schüler diese Vorstellung leichter sei. Der 
Winkel, so definiert, stelle sich dann als eine blofse Verhältnis- 
zahl dar; der ursprüngliche Winkel bleibe dabei ganz aus dem 
Spiele und eine Einigung in der Winkeldefinition sei damit 
erreicht. 

„IIL Der ursprüngliche Winkel." 

Während die wissenschaftliche Baumlehre den ursprüng- 
lichen Winkel als gegebene Vorstellung ruhig hinnimmt, aus 
dem Bereich ihrer Untersuchungen ausschliefst, darf die Schule 
ihn nicht als gegebne Vorstellung voraussetzen. 

In ihm vereinigt sich, wie schon oben dargelegt, ein 
Komplex von Vorstellungen. 

Aus diesem Komplex werden als unwesentlich vor allem 
ausgeschieden die Drehung, dann der Bichtungsunterschied, 
dann der Begriff des Sektors, so dafs „schliefslich die ur- 
sprüngliche Erklärung des Winkels als eines sich öffnenden 
Gebildes die zutreffendste bleibt." 

Dafs wir mit dem Verfasser nicht übereinstimmen in dem 
Endresultat, braucht nicht besonders erwähnt zu werden: auch 
wird es überflüssig sein nochmals unsere Gründe gegen das 
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gewoDnene Resultat vorzuführen. Jedoch schien uns die Ab- 
handlung wichtig genug, um in ihren wesentlichen Grundzügen 
mitgeteilt zu werden^ obwohl wir auf dem entgegengesetzten 
Standpunkte stehen und vor allem eine das Wesen des Winkels 
(und zwar des von Gerlach „als ursprünglicher Winker' be- 
zeichneten Winkels) treffende Erklärung herbeizuführen fQr 
notig halten. 

Der andere erwähnte Artikel findet sich unter derselben 
Überschrift p. 13. Der Verfasser Schmitz spricht sich ent- 
schieden gegen die Definition des Winkels als Ebenenaus- 
schnittes aus, hält für Anfanger Bichtungsunterschied 
am geeignetsten und will dies später dahin erweitern, dafs er 
sagt: ,,Das Mafs für den Bichtungsunterschied heifst Winkel/' 

Es erübrigt nun noch, nochmals auf meine früher aufge- 
stellte Definition zurückzukommen und zu versuchen; sie durch 
einige weitere Betrachtungen sicherzustellen. 

Der Haupteinwurf; der dagegen erhoben worden ist, ist 
der, dafs in die reine Geometrie ein fremdes Element, etwas 
Mechanisches, eingemengt werde, das geeignet sei, die Auf- 
fassung zu trüben. Dem gegenüber mufs ich vor allem be- 
merken, dafs ich mir eine fruchtbare Behandlungsweise, ja 
eine lebendige Anschauung geometrischer Gebilde ohne Be- 
wegung überhaupt nicht vorstellen kann. Es kommt aber 
ferner in Betracht, dafs die psychische Verarbeitung oder Er- 
arbeitung der geometrischen Grundbegriffe — abgesehen von 
den ersten Elementen, gewissermafsen dem Urstoff — ohne 
Bewegung nicht denkbar ist. Jede psychische Erfassung zweier 
von einander getrennten Gebilde resp. des Zusammenhangs 
zweier verschiednen Gebilde erfordert Bewegung: nicht mecha- 
nische der Gebilde, sondern psychische des betrachtenden Sub- 
jekts, die wir allerdings in die Gegenstände selbst verlegt uns 
denken können. 

So resultierte aus der unmittelbaren Auffassung zweier 
Punkte in ihrer gegenseitigen Belation der Begriff der Strecke 
und des Strahles, indem das betrachtende Subjekt seine Auf- 
merksamkeit von dem einen auf das andere Element — hier 
die beiden Punkte — hinlenkt d. h. eine Bewegung, allerdings 
rein geistig vollzieht. 
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Mir will es nun scheinen, als wenn wir am tiefsten in 
das Wesen des Winkelbegriffs eindrängen, wenn wir hier ganz 
analog verfahren ^ wie bei der Betrachtung zweier diskreten 
Punkte. 

Indem wir die beiden yon einem Punkte ausgehenden 
Strahlen betrachten, bieten sich uns ebenso wie bei der Be- 
trachtung der beiden Punkte zwei unmittelbare Relationen: 
Abstand und Richtung. Nur handelt es sich hier um wesentlich 
andre Prädikate wie dort. Dort Richtung von einem Punkte 
nach dem andern ^ die im Strahle zur Anschauung kommt, 
dem Bilde der geradlinigen Bewegung, hier Drehungsrichtung 
von dem einen Strahle nach dem andern, die in der Ebene 
zur Anschauung kommt: dort Abstand zweier Punkte, der 
durch die Strecke zur Anschauung kommt - die Strecke das 
Mals fär den Abstand oder für die geradlinige Bewegung — , 
hier der Drehungsabstand zweier Strahlen, der im Winkel zur 
Anschauung kommt — der Winkel das Mafs für den Drehungs- 
abstand oder für die drehende Bewegung. Wie also die Strecke 
als das Bild des Abstandes, die anschauliche Darstellung oder 
Vorstellung des Abstandes bezeichnet werden kann, so ist der 
Winkel das Bild des Drehungsabstandes, die anschauliche Vor- 
stellung desselben. Insofern gehört zum Winkel die von dem 
einen Strahl bei seiner kürzesten Bewegung nach dem andern 
erzeugte Fläche. 

Dringen wir in die Betrachtung völlig ein, so handelt es 
sich in Wirklichkeit nicht um eine Bewegung der Strahlen, 
sondern um die psychische Bewegung beim Übergang von dem 
einen Strahl zum andern, bei der Erfassung der beiden der 
Betrachtung sich darbietenden Elemente, wie ich schon weiter 
oben bemerkte. Es ist aber zulässig und ändert an dem Wesen 
der Untersuchung nichts, wenn wir die im betrachtenden Sub- 
jekte vorgehende rein psychische Bewegung auf die Gegen- 
stande selbst übertragen, sie so in eine mechanische ver- 
wandeln. 

Damit ist die unbedingte Zusammengehörigkeit von Winkel 
und Drehungsabstand, zugleich aber auch die Ebenheit des 
Winkels — wenn ich mich so ausdrücken darf — sicher gestellt. 

Denn ebenso wie es von einem Punkte zu einem andern 
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unendlich viele Wege giebt, unter denen der geradlinige, der 
in der Strecke zur Anschauung kommt^ als der kürzeste den 
Begriff des Abstandes der beiden Punkte als der unmittelbaren 
Relation derselben veranschaulicht: so giebt es unendlich viele 
Wege^ wie der eine Strahl in die Lage des andern gebracht 
werden kann^ unter denen der ebenflächige, der im Winkel zur 
Anschauung kommt, als der kürzeste den Begriff des Drehungs- 
abstandes der beiden Strahlen als der unmittelbaren Relation 
derselben veranschaulicht. 

Strecke und Winkel sind völlig analoge geometrische 
Elemente: das eine der Ausdruck der geradlinigen Bewegung, 
das andere derjenige der drehenden. 

Darin liegt das Wesen des Winkels und deshalb ist es 
psychologisch völlig korrekt ihn als das Mafs der Drehung 
zu definieren. 

Was mir übrigens diese Erklärung noch besonders aus- 
zuzeichnen scheint, ist Folgendes. Wenden wir auch hier das 
Gesetz an, dafs die Erfassung zweier diskreten Gegenstände 
der Anschauung mit einem Minimum von psychischer Arbeit 
erledigt wird, so haben wir zunächst hierin wieder auch die 
Identität von Drehungsrichtung und Drehungsabstand, wie wir 
früher für Richtung und Abstand dies als den gemeinsamen 
Quell erkannten, das charakteristische Kennzeichen für ihren 
engen Zusammenhang. Dann aber ist hiermit sofort festgesetzt, 
dafs wir unter dem Winkel zweier Strahlen ganz unzweideutig 
den spitzen Winkel zu verstehen haben ^) — dafs erst durch 
besondere Bestimmung eine andere Auffassung freigelassen 
resp. angeordnet wird. 

Die Analogie zwischen Strecke und Winkel läfst sich aber 
noch weiter verfolgen. Wie dort, so haben wir auch hier beim 
Winkel zwei Drehungsrichtungen, während der Abstand, wie- 
derum wie dort, nur einer ist. (Man vergleiche hierzu die 
Ausführungen Simon's über diesen Punkt (p. 11 seiner Pro- 

^) Hierdurch wird auch das Bedenken gehoben, das Bürklen in 
seiner mehr erwähnten Abhandlung äufsert: „Wer die Winkelgröfse mit 
Hülfe der Drehung erklären wollte, der müfste zunächst nach einem 
Mittel suchen, um die zwei Drehungen, durch die ein Strahl in die Lage 
des andern gebracht werden kann, auseinander zu halten." 
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grammabhandlung),^) die sich direkt auf die hier angestellten 
Betrachtungen übertragen lassen.) 

Nirgends stofsen wir bei dieser Vergleichung Yon Strecke 
und Winkel auf etwas ^ das uns die Wahl des Ausgangs- 
punktes oder die Verfolgung des eingeschlagenen Weges als 
falsch erscheinen liefse, im Gegenteil Schritt filr Schritt be- 
stärken uns neue Analogieen in der Überzeugung^ dafs wir in 
den angestellten Untersuchungen das wahre Wesen des Winkel- 
begriffes erfafst haben. 

So könnte man auch noch erwähnen , dafs nach unsern 
Untersuchungen die Strecke sich zur unendlichen Geraden ver- 
hält; wie der Winkel zur unendlichen Ebenenmannigfaltigkeit/) 
wobei allerdings darauf zu achten ist, dafs diese unendlichen 
Ebenen sämtlich nur in einer Ebene liegen. Dadurch dafs der 
Strahl bei der Drehung immer wieder seine Anfangslage pas- 
siert; haben wir hier eine natürliche Mafseinheit^ die soge- 
nannte volle Umdrehung; während uns diese bei der Strecke 
fehlt») 

Wie für zwei Punkte der Abstand existiert, auch ohne 
Strecke, durch diese aber in Anschauung tritt, so auch bei 
den Strahlen der Drehungsabstand, ohne im Winkel veran- 
schaulicht zu werden. Hier zeigt sich nun bei der Behandlung 
dieser beiden analogen Gebilde eine völlig verschiedene Be- 
handlung. Während wir die Strecken auch dem Auge sichtbar 
zeichnen, unterbleibt das Zeichnen des Winkels. Wir müfsten 
entsprechend dem Ziehen einer Strecke mittelst einer abfär- 
benden Spitze den Winkel darstellen durch Drehen eines ab- 
färbenden Strahles. Was uns veranlafst davon abzusehen, ist 
wohl einmal der Umstand, dafs wir immer nur einen Teil des 



^) Seite 41 dieses Bandes. 

*) Nicht etwa Strecke : Gerade = Winkel : Ebene. 

•) Schotten in H. Z. XX, p. 499: „Legen wir die in einer Ebene 
stetig verlaufende Drehung — statt dessen wurden wir jetzt besser 
sagen, die eine Ebene konstituierende, erzengende Drehung — , die ein 
Strahl nm seinen Anfangspunkt als Drehpunkt ausführen mnfs, um in 
seine An&ngslage zu gelangen, als Mafseinheit zu Grunde, so giebt ein 
gegebener beliebiger Winkel an, wieviel von dieser Drehung im be- 
trachteten Falle ausgeführt werden soll, ist also das MaTs der Drehung.** 
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Winkels so vor Augen fQhren können, dann aber auch der, 
dafs die Zeichenfläche einen Ersatz bietet. 

Als gutes Yeranschaulichungsmittel liefse sich vielleicht 
ein Fächer benutzen. 

H au f f ; Lehrbegriff der reinen Mathematik. — Frankfurt a/M. 
1803. 

p. 81: ,,Wenn in einer Ebene von einem und demselben 
Punkte zwei verschiedene Linien ausgehen, so nennt man die 
^Abweichung der Richtungen dieser beiden Linien von einander 
einen ebenen Winkel."*) 

„Gleiche Winkel decken einander." 



Schweins, System der Geometrie. — Gottingen 1808. 

p. 6: „Die Neigung zweier sich durchschneidenden Geraden 
nennen wir Winkel, denen Gröfse . . . von der Neigung selbst 
abhängt; denn Winkel und Neigung sind eins und dasselbe."*) 



Bertrand, Elemens de Geometrie. — Paris 1812. 

p. 4: „Deux droites AB, CD, qui se coupent sur un plan, 
en fönt quatre parts ÄSD, DSB, BSG, CSA, qui sont des 
angles: un angle est donc une partie du plan teile, qu'elle a 
pour limite deux droites qui se recontrent et se terminent ä 
leur point de rencontre . . . sa grandeur est la grandeur meme 
de la portion de plan qui est limit^e par ses jambes. Mais 

^) Es ist bei dieser Definition hervorzuheben, dafs eine genaue 
Bezeichnungsweise früher nicht beliebt war. Unter Linien sind hier 
natürlich Gerade zn verstehen. Der Winkel wird als ein Gebilde der 
Ebene, nicht als konstituierendes Element der Ebene angesehen. Der 
Ausdruck „ebener Winkel*' läfst vermuten, dafs der Verfasser noch eine 
weitere Auffassung des Winkelbegriffs für möglich hält resp. voraus- 
setzt, ohne näher darauf einzugehen. 

') Schweins steht also vollständig auf dem Euklidischen Stand- 
punkte bei dieser Erklärnng. Wir haben auseinandergesetzt, warum uns 
gerade der Ausdruck Neigung bedenklich erscheint, abgesehen von den 
Einwürfen, die im übrigen gegen diese oder eine verwandte Definition 
sprechen. 
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comme celles-ci limitent aussi bien la grande que la petite des 
deux parts qu'elles fönt du plan, Ton est convenu, pour eviter 
les meprises, que ce qui se dirait d'un angle, s'entendrait de la 
plus petite de ces deux parts, ä moins que celui qui parle ne 
le rapportät expressement ä la plus grande/^ ^). 



Bezout, Cours des Mathömatiques. — Paris 1812. 

p. 6: „Deux lignes -4J5, AG, qui re rencontrent, peuvent 
former entre elles une ouverture plus ou moins grande. 

Cette ouverture BAG est ce qu'on appelle un angle. 

Pour se former une idee exacte d'un angle, il faut concevoir 
que la ligne droite AB ^tait d'abord couchee sur AG, et qu^on 
Ta fait tournu sur le point A (comme une brauche de compas 
sur sa charniere), pour Tamener dans la position AB qu'elle 
a actuellement. La quan^te dont AB a tourne, est precise* 
ment ce qu'on appelle un angle."*) 

^) Hier begegnen wir also zum erstenmal einer Definition, die von 
der Euklidischen abweicht. Dafs sie viele Anhänger gefunden, ist 
schon im Texte erwähnt. Es verdient hier erwähnt zu werden, was 
Bürklen in seiner Abhandlung über den Winkel sagt: „Ordnet man 
ferner jene 46 Definitionen Schottens chronologisch, so zeigt sich, 
daXs die ältesten, wie das im vorigen Jahrhundert und am Anfange des 
laufenden allgemein bei der Behandlung der Elementargeometrie der 
Fall war, sich nach Euklid richten. Dann tritt unter dem Einflüsse 
der projektivischen Geometrie und der neueren Mathematik überhaupt, 
in der Mehrzahl der Fälle zuerst die Richtung, später die Drehung in 
die Definition ein, indem man zuletzt auch hier das Werdende an die 
Stelle des Seienden zu setzen bestrebt war.*' 

„Zeigt sich also einerseits, dals entsprechend der Entwicklung der 
Wissenschaft stets neue Auffassangen in einen Begriff hineingetragen 
werden können, so folgt auch, dafs es ein nutzloses Bestreben ist, eine 
Definition aufstellen zu wollen, die für alle Zeiten das Wesen des Be- 
griffes erschöpft." 

Diesem Gedanken kann ich nicht völlig beipflichten, obwohl es 
nicht zu leugnen ist, dafs er eine grolse Wahrheit enthält, nämlich die, 
dafs in der Defiiiition der Begriffe ein Flufs der Bewegung sich bemerk- 
bar macht: dies aber, unserer Ansicht nach, nur so lange, bis es ge- 
lungen ist, das wahre Wesen des Begriffes in der Definition darzulegen. 

") Hier wird die Öffnung des Liniengebildes mit Winkel be- 
zeichnet, also das, was von andern mit Neigung oder Abweichung 
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Daran flchliefst sich die Betrachtung^ dafs die Länge der 
Schenkel ohne Eioflafs auf die Gröfse des Winkels ist und 
dann spricht der Verfasser direkt über den Zusammenhang 
zwischen Winkel und Kreis. 



Grelle, Über Parallelen-Theorieen. — Berlin 1816. 

p. 45: ^,Der zum Teil unbegrenzte Baum, welcher zwischen 
Bwei Nichtparallelen, d. h. von einer bis zur andern liegt, 
heilst WiÄkel."!). 

In der Einleitung findet sich folgende Bemerkung: 

p. 14: „Geht man naher in die Sache ein, so findet sich, 
dafs der Begriff des Winkel r au ms sogar deutlicher ist als der: 
der Winkel sei die Neigung zweier Linien gegen einander. 
Diese Definition beim Euklides schauet, wie mich dankt, 
gleichsam rückwärts nach dem unb^timmten Unendlichen. Ich 
meines Teiles fühle, dafs ich von der Neigung zweier Linien 
keinen geometrisch klaren, nicht einmal deutlichen Begriff 
habe, weil ich nicht deutlich sehe, wie eine Neigung sich 
teilen läfst, also die Charakteristik der Gröfse an ihr nicht 
klar erkenne, die ihr allein ein Becht auf eine Stelle in der 
Geometrie giebt."*) 



bezeichnet wird. Die Definition ist eine rein äofserliche, die nur das 
anschauliche Gebilde auffafst, ohne auf den Zusammenhang seiner Ele- 
mente zu achten. Doch finden wir schon hier in den sich anschliefsen- 
den Sätzen die Hinweisnng auf das wahre Wesen des Winkels, auf 
seinen Zusammenhang mit der drehenden Bewegung. Gerade diese zu- 
sätzlichen Bemerkungen hätten den Verfasser, wie viele andere, darauf 
hinlenken müssen, dafs eben der Winkel nicht wesentlich definiert 
werden kann, wenn man nicht auf seinen Zusammenhang mit der drehen- 
den Bewegung Bezug nimmt. 

') Diese Begriffsbestimmung enthält nichts Bestimmtes. Was soll 
man sich unter dem zwischen zwei sich schneidenden Geraden befind- 
lichen Baume vorstellen? Gemeint ist wohl das Richtige, aber es ist 
nicht zum präzisen Ausdruck gebracht. 

') Diesen Bemerkungen mufs man unbedingt zustimmen. Neigung 
teilbar, d.h. rein quantitativ, läfst sich nicht vorstellen; die Verknüpfung 
des Qualitativen (Neigung) mit dem Quantitativen (Gröfse des Winkels) 
ist auf diese Weise nicht möglich. 
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Kries, Lehrbuch der reinen Mathematik. — Jena 1817. 

p. 292: „Treffen zwei gerade Linien in einem Punkte zu- 
sammen, so entsteht ein ebener Winkel." 

,,Die Grofse eines Winkels hangt nichi ¥on der Länge 
der Schenkel^ sondern von ihrer Lage gegen einander ab. Je 
weiter sie von einander zurückgehen^ indefs sie in ihrem Scheitel- 
punkt unverändert zusammenhängen ^ desto grofser wird der 
Winkel; und je mehr sie sich ihrer ganzen Länge nach ein- 
ander nähern^ desto kleiner wird er."*) 



Develey, Anfangsgründe der Geometrie. — Stuttgart 1818. 

p. 14: „Wenn zwei gerade Linien ÄB^ AG im Punkte Ä 
sich schneiden, so kann man diesen Punkt wie ein Gewinde 
ansehen, um welches die Linien AB y AG sich drehen können, 
um sich zu nähern oder sich von einander zu entfernen, ohne 
aus der Ebene, in welcher sie gezeichnet sind, herauszugehen. 
Bei dieser Bewegung vermindert sich die Oflfnung, welche 
diese Linien bilden, wenn sie sich nähern, und vergröfsert 
sich, wenn sie sich von einander entfernen. Diese Öffnung 
heilst ein Winkel."^) 

„Die Grofse eines Winkels hängt nicht von der Länge 



^) Die Definition drückt sich um das punctum saliens der unter- 
Buchung hemm. Das Hineinziehen des Lagenbegriffes ist nicht geeignet, 
Klarheit in die Betrachtung zu bringen; doch geht unzweifelhaft hervor, 
dafs nach des Verfassers Ansicht Winkel und Drehung in engem Zu- 
sammenhange stehen, eine Erklärung des Wesens des Winkelbegriffes 
ohne Berücksichtigung der drehenden Bewegung undenkbar ist. 

*) £s dürfte wohl kaum einer Entschuldigung bedürfen, dafs diese 
auf die Öffnung sich stützende Erklärung einer besonderen Erwähnung 
im Texte nicht gewürdigt ist. Sie ist im wesentlichen identisch mit 
der Euklidischen resp. der auf den Bichtungsunterschied basieren- 
den. Lobend anzuerkennen ist hier übrigens, dafs der Verfasser sich 
bemüht hat, Leben in die Definition zu bringen: aber doch ist seine 
Erklärung weit davon entfernt, genetisch zu sein. Befangen in den 
alten Anschauungen hat er es nicht über sich vermocht, die nötigen 
Eonseqnenzen zu ziehen und den Winkel in seiner unmittelbaren Be- 
ziehung zur drehenden Bewegung aufzufassen und demgemäfs zu er- 
klären, wenn auch anerkannt werden muXs, dafs seine Betrachtungen 
die wesentlichen Elemente zu einer richtigen Definition enthalten. 
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seiner Schenkel ab, sondern nur von der Gröfse der Öffnung, 
welche die Schenkel bilden/' 



Blasche^ Grundrifs der Elementar-Geometrie. — Reval 
1819. 

p. 1: y^Einen Winkel ABC bilden zwei gerade Linien 
ABf BC, welche einen Punkt B gemein haben ^ aber zu- 
sammen nicht eine einzige gerade Linie ausmachen/'^) 



Brewer, Lehrbuch der Geometrie. — Düsseldorf 1822. 
p. 3: y;Die Neigung von zwei geraden, sich durchschnei- 
denden Linien, heilst ein Winkel/' 



Thibaut, Grundrifs der reinen Mathematik. — Got- 
tingen 1822. 

p. 177: „Wenn in einer ebenen Fläche, von demselben 
Punkte aus, zwei-Richtungen genommen sind, so ist es allemal 
möglich, den Unterschied derselben durch kontinuierlichen 
Übergang von der ersten zur zweiten in ursprünglicher An- 
schauung aufzufassen, wozu eine, nicht weiter zurückführbare 
Raumbeschreibung oder Bewegung, welche die drehende ge- 
nannt zu werden pflegt, erfordert wird. Ein Winkel besteht 
in dem durch drehende Bewegung aufgefafsten Unterschiede 
zweier Richtungen und seine Gröfse hängt von dem geringeren 
oder gröfseren Fortschreiten der zu seiner Erzeugung erforder- 
lichen drehenden Bewegung ab.**^) 



^) Erstens fafst der Verfasser den Winkel rein äufserlich als Figur 
auf; dann aber läist er sich durch Enklids Definition verleiten, eine 
Ausnahme zu konstituieren, die in die Erklärung eine bedenkliche 
Lücke reifst, und so in die Untersuchung des Winkelbegriffes ein 
Moment einzuführen, das eine einheitliche Definition zur Unmöglich- 
keit macht. 

*) Thibauts Grundrifs, dessen Bedeutung von einem so hervor- 
ragenden mathematischen Pädagogen, wie Siegmund Günther, rück- 
haltlos anerkannt wird, enthält, wie man sieht, in seiner Winkeldefinition 
schon alle wesentlichen Merkmale. Thibaut also ist wohl das Ver- 
dienst, das wahre Wesen des Winkels aufgedeckt zu haben, zuzuschreiben, 
das von den Späteren vorwiegend v. Münchow zuerkannt wird, dessen 
„Grondlehren der Trigonometrie" aber erst vier Jahre später erschienen, 
als Thibauts Grundrifs. 
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Paucker, Die ebene Geometrie. — Königsberg 1823. 

p. 12: „Zwei gerade Linien werden entweder . . . oder ge- 
hörig verlängert, nur in Einem Punkte zusammentreffen, in 
welchem sie einander durchschneiden:^) alsdann sagt man von 
ihnen, dafs sie gegen einander geneigt sind oder einen Winkel 
bilden/' 

„Durch zwei einander schneidende gerade Linien kann 
man sich immer eine Ebene gelegt denken*, oder jeder von 
zwei geraden Linien gebildete Winkel liegt in einer Ebene." 



Köberlein, Lehrbuch der Elementar-Geometrie. — Sulz- 
bach 1824. 

p. 7: „Wenn zwei gerade Linien in einem Punkte zusam- 
menstofsen, so heifst ihre Neigung gegeneinander ein ebener 
oder geradliniger Winkel." 



Grelle, Lehrbuch der Elemente der Geometrie. — Berlin 
1826. 

p. 10: „Die gegenseitige Neigung zweier Linien, die sich 
schneiden, heifst Winkel; der zum Teil begrenzte Raum der 
Ebene Winkelraum, sodafs zu gleichen Winkeln gleiche 
Winkelräume gehören und umgekehrt."^) 



V. Forstner, Grundriss d. Elem. d. r. Math. — Berlin 1826. 

p. 398: „Die Neigung zweier geraden Linien in einer 
Ebene gegen einander, bis sie in einem Punkte sich schneiden, 
heifst ein ebener geradliniger Flächen winkel oder blofs Win- 
kel; ... die unbegrenzte Fläche, welche sich zwischen beiden 
Schenkeln befindet, heifst der Winkelraum."^) 

*) Nach Hoff mann ist das Zusammentreffen von dem sich Durch- 
schneiden wohl zu unterscheiden. Bei dem Winkel handelt es sich in 
der That nur um das Erstere. 

*) Bei Grelle finden wir zum erstenmal die ausdrückliche Unter- 
scheidung zwischen Winkel und Winkelraum. Wie wir dieses Ver- 
hältnis auffassen, geht aus unseren Betrachtungen wohl mit genügender 
Klarheit hervor. 

') Vergl. unsere Bemerkung zum vorhergehenden Zitat, v. Forstner 
hält im zweiten Teile seiner Erklärung nicht für nötig, die Ebenheit 

Schotten, der plauimetr. Unterricht. II. 9 
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,,Die Gröfse eines Winkels hängt allein von der Neignng 
der Schenkel gegen einander ab und nie von der Länge der- 
selben. Je gröfser die Neigung gegen einander ist, je kleiner 
ist der Winkel^ welcher selbst wächst, wenn die Neigung ge- 
ringer wird."^) 

V. Münchow, Grundlehren der Trigonometrie. — Bonn 
1826. 

p. 12: „Um nun . . . , wollen wir in Zukunft unter dem 
Winkel zweier geraden, an einem Punkt (dem Scheitelpunkt) 
zusammengestellten und einerseits von diesem Punkt begrenzten 
Linien (Winkelschenkel) die Grofse derjenigen Drehung ver- 
stehen, durch welche eine vom Scheitelpunkt begrenzte, andrer- 
seits aber unbegrenzte gerade Linie in der Ebene des Winkels 
Yon der Lage des einen Winkelschenkels zur Lage des andern 
stets vorschreitend gelangen kann.^' 

„Der Begriff dieser Erklärung ist erstens unmittelbar auf 
die gebräuchliche Art der Addition der Winkel anwendbar, 
indem die Gröfse der eben bestimmten Drehung zwischen den 
äufsersten Schenkeln einer Winkelsumme zugleich die Gröfse 
der besagten Drehungen zwischen den Schenkeln der Sum- 
manden enthält; zweitens läfst sich aber nach diesem Begriff 
von einer jeden Winkelsumme wiederum als von einem Winkel 
sprechen; und so ist durch die aufgestellte Erklärung (die 
übrigens, da sie nichts weiter als eine ausführbare Bewegung 
voraussetzt, über ihre Möglichkeit keine besondere Ausweisung 
von nöten hat) den Forderungen, um deren Erledigung es 
hier zunächst zu thun war, Genüge geleistet.'**) 



der Fläche besonders zu betonen. — Wahrend aber Grelle schon die 
Untersuchung des Winkelbegriffes in nene Bahnen lenkte, zeigt Forst- 
ners Darlegung noch alle Charakteristika des Euklidischen starren 
Standpunktes. 

^) Gerade dieser Umstand, dieses reciproke Verhältnis ist es, das, 
wie wir schon im Texte dargelegt haben, uns die vorliegende Definition 
ganz besonders verwerfen läfst. 

') Münchow scheint mit seiner Erklärung mehr Glück gehabt zu 
haben, wie andere. Er wird vorzugsweise als derjenige bezeichnet, der 
das Moment der drehenden Bewegung zur Erklärung des Winkelbegriffes 
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Forstemann, Lehrbuch der Geometrie. — Danzig 1827, 
p. 6: „Winkel ein Teil einer unbegrenzten Ebene, der 
durch zwei halbbegrenzte Gerade, deren Grenzpunkte zusam- 
menfallen, unvollständig begrenzt wird." 

„Entstehung des Winkels durch Drehung einer halbbe- 
grenzten Geraden.'*^) 

Pfleiderer, Scholien zu Euklids Elementen. — Stuttgart 
1827. 

p. 11 — 13 wird der Winkel behandelt und die Vermutung 
aufgestellt, dafs die in Euklids Elementen sich findende Erklä- 
rung verschlimmbessert worden sei (Viviani, Rob. Simson).^) 

Der Verfasser selbst kommt auf die Drehung zu sprechen:^) 
„Mithin hängt die Gröfse eines geradlinigen Winkels von der 
Gröfse des Auseinanderstehens seiner Schenkel; oder von der 
Drehung um seine Spitze ab, um welche ein Schenkel des 
Winkels von dem andern absteht." 

Savilius finde xXiöig (Neigung) nicht angemessen wegen 
des rechten und stumpfen Winkels. 



Wolff, Lehrbuch der Geometrie. — Berlin 1830. 

p. 5: „Zwei gerade Linien, die von demselben Punkte 



herbeigezogen habe; ja bis in die neueste Zeit hinein wird Münchows 
Winkelerklärang als diejenige angesehen, die der BegrifFserklärong neue 
Bahnen geschaffen hat. Man vergleiche unsere Bemerkung zu Thibauts 
Zitat und zu dem v. Swindens (p. 128 resp. 182). 

^) Der Definition des Winkels als unbegrenzten Ebenenstückes 
Bchlielst sich also eine Erklärung an, die auf die drehende Bewegung 
Bezug nimmt. Wäre es da nicht natürlicher gewesen, beide Gedanken 
zu vereinigen und den erklärenden Zusatz über die Entstehung des 
Winkels mit der vorher abgegebenen Aussage zu einer genetischen Defi- 
nition zu verknüpfen? 

") Euklid habe blofs eine Definition vom geradlinigen ebenen 
Winkel gegeben, die irgend ein Halbwisser allgemeiner zu fassen und 
in zwei Teile zu teilen unternommen habe. 

^) Es ist erst gesagt, der Winkel beziehe sich auf die Lage seiner 
Schenkel, nicht auf deren Länge: auch nicht auf den zwischen den 
Schenkeln liegenden ebenen Baum, welcher „unbestimmt und nach 
Verschiedenheit der Länge der Schenkel verschieden" sei. 

9* 
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ausgehen, heifsen, wenn blofs die Lage der Linien za einander 
beachtet wird, ein Winkel.'^*) 

E. 6. Fischer, Lehrb. d. eb. Geometrie. — Berlin 1833. 

p. 7: „Wenn zwei gerade Linien aus einem Punkte aus- 
laufen, ohne sich zu decken; so haben sie verschiedene EUch- 
tungen und der Unterschied ihrer Riehtungen heifst ein Win- 
kel. Je stärker nämlich ihre Richtungen von einander abweichen, 
desto gröfser ist der Winkel, den sie einschliefsen/'*) 

Grelle, Zur Theorie der Ebene. — Journal 1834. 

p. 32: „Die Neigung zweier geraden Linien im Räume, die 
sich treffen, ohne in einander zu fallen, heifst am Durch- 
schnittspunkte Winkel."^) 

van Swinden, Elemente der Geometrie. — ed. Jacobi. 
Jena 1834. 

p. 6: „Die gegenseitige Neigung zweier Linien, die in der- 
selben Ebene liegen und in einem Punkte sich schneiden oder 
begegnen, wird ebener Winkel genannt." 

Der Übersetzer weist in einer Anmerkung auf die treff- 
liche Erklärung v. Münchow's hin (siehe Zitat).*) 



^) Hier ist die rein anschauliche Erklärung auf die Spitze ge- 
trieben: also „die Geraden heifsen ein Winkel". Was soll man zu einer 
solchen Definition sagen! 

^) Das erste der Zitate, in dem der verpönte ,,RiditungBunter- 
schied*^ vorkommt. Es ist übrigens nicht zu übersehen, dafs der Autor 
den Nullwinkel ausschliefst — d. h. also den Fall, dals der „Bichtungs- 
unterschied" Null ist — und den Vollwinkel, den Fall, wo — ja wie 
soll man da sagen: der „Bichtungsunterschied** wieder Null ist — 
man sieht, hierbei kommt man mit dieser Definition völlig in die Brüche. 

^ Es ist mir nicht recht klar, warum Grelle die Worte hinzufügt 
„am Durchschnittspunkte'*; vielleicht soll es andeuten, dafs die Geraden 
sich wirklich schneiden müssen d. h. bis zum Durchnittspunkte verlängert 
werden müssen: aber es heifst doch schon vorher „die sich treffen". 
Wie gesagt, mir ist dieser Zusatz unverständlich. 

^) Das V. Münchowsche Buch scheint demnach bekannter ge- 
wesen zu sein, als das ältere Thibautsche, sonst wäre diesem wohl 
das Verdienst zuerkannt worden. Allerdings ist zuzugeben, dals 
V. Münchows Ausdrucksweise prägnanter ist und seine Erklärung 
sprachlich vor derjenigen Thibauts den Vorzug verdient. 
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Ulrich, Lehrbuch der reiuen Mathematik. — Göttingen 
1836. 

p. 410: ,,Von einem in der Ebene angenommenen Punkte 
aus giebt es unendlich viel Richtungen ^ denn es können von 
ihm aus unendlich viel gerade Linien in der Ebene gezogen 
werden. Um aus einer dieser Richtungen in eine andere zu 
geraten, ist an jenem Punkte eine eigentümliche Bewegung, 
Drehung, erforderlich. Die Gröfse der Drehung, wodurch 
der Übergang aus der einen in die andere Richtung, ohne dafs 
man dabei in andere als in der Ebene befindliche Zwischen- 
richtuDgen geraten wäre, geschieht, bestimmt den Winkel, 
oder die gegenseitige Neigung zweier geraden Linien."*) 



Arneth, System der Geometrie. — Stuttgart 1840. 

Man vergl. die im zweiten Kapitel zitierten beiden ersten 
Absätze, worauf es heifst: 

„Von der geneigten Lage. Haben AB und CD ver- 
schiedene Richtung, so findet ein Unterschied ihrer Richtungen 
statt, diesen Unterschied nennt man Winkel." 

„Man kann die Richtung ED allmählich in die EB über- 
gehen lassen, wo alsdann beide Geraden zusammenfallen. In 
diesem Falle wird der Unterschied der Richtungen, also der 
Winkel immer kleiner, und zuletzt verschwindet derselbe." 

„Die Gröfse des Winkels ist unabhängig von der Gröfse 
der Linien, welche ihn bilden, und ändert sich nur mit den 
Richtungen beider Geraden." 



Euklid, Elemente ed. Dippe. — Halle 1840. 

p. 1: „Ein ebener Winkel ist die Neigung zweier Linien 
gegeneinander, die in einer Ebene zusammentreffen, ohne in 
gerader Linie zu liegen." 



^) Ulrichs Lehrbuch ist dnrch gute BegrifFserklämngen ans- 
gezeichnet, es erinnert in Vielem an Thibants Grandrifs. Vielleicht 
ist es nicht unbeeinflnfst von jenem. 

Das Charakteristische zur Winkelerklärnng ist verwendet, insofern 
ist gegen die Definition nichts einzuwenden, dagegen hat die Gröfse 
der Drehung für uns die Bedenken, die wir im Texte entwickelt haben. 
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Wunder, Die Elemente der ebenen Geometrie. — Leipzig 
1840. 

p. 14: ,,Zwei Strahlen, welche beide von demselben Aus- 
gangspunkte ausgehen, haben entweder einerlei oder verschie- 
dene Richtung; im erstea Falle bilden sie eigentlich beide nur 
einen Strahl; fallen zusammen und können nur in Gedanken 
Yon einander unterschieden werden. Haben aber zwei von 
einem Punkte ausgehende Strahlen verschiedene Richtung, so 
bilden sie einen Winkel; ein Winkel ist der Unterschied der 
Richtung zweier von einem Funkte auslaufenden geraden Linien 
oder Strahlen/' 1) 

„Denkt man zwei Strahlen mit den Anfangspunkten und 
übrigens ganz aufeinander gelegt , so hat man noch keinen 
Winkel; läfst man aber nun, während der eine Strahl in seiner 
Lage bleibt; den andern um den gemeinschaftlichen Anfangs- 
punkt immer nach derselben Seite hin sich schwenken, also 
seine Richtung ändern, bis er in eine bestimmte Lage kommt, 
so ist iein Winkel entstanden."^) 



Beck, Die ebene Geometrie nach Legendre. — Bern 1842. 

p. 4: „Ein Winkel wird gebildet, wenn zwei gerade Linien 
in einem Punkte zusammentreffen, ohne eine einzige gerade 
Linie zu bilden." 

„Die Gröfse des Winkels hängt nur von der gegenseitigen 
Neigung der Schenkel, aber nicht von ihrer Länge ab," 



Francoeur, Vollständiger Lehrkurs der reinen Mathematik. 
Ed. Külp. — Bern 1843. 

^) Die einleitende Betrachtnng enthält viel Gutes, besonders hat 
uns gefallen der Hinweis auf die nur in Gedanken mögliche Unter 
Scheidung der zusammenfallenden Strahlen. Die eigentliche ErklSjung 
leidet an dem Fehler der allzu äufserlichen Auffassung des Gebildes. 
Wenn es hiefse, der Unterschied der Richtungen komme im Winkel zur 
Anschauung, so könnte man sich damit vielleicht einverstanden erklären, 
obw^ohl wir auch dann keine genetische Definition hätten. 

*) Dieser Zusatz hätte mit der Erklärung zur genetischen Definition 
verwoben werden müssen; jedenfalls dient er aber dazu, die vorher- 
gehende Definition zu gröfserer Klarheit zu bringen. Eigentümlich ist 
der Ausdruck „schwenken" statt „drehen**. Wenn wir nicht irren, 
braucht ihn kein anderer Autor. 
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p. 5: „Zwei gerade Linien CB, GA^ welche nur einen ein- 
zigen Punkt gemein haben ^ können keinen Baum abgrenzen. 
Der unbestimmte zwischen diesen geraden Linien von belie- 
biger Länge eingeschlossene Baum wird Winkel genannt.''^) 

y^Die Erklärung vom Winkel hat wegen der Einfachheit 
des Begriffs gleichfalls seine grofsen Schwierigkeiten. Wir 
sagen daher auch hier kurz: der Winkel ist uns durch An- 
schauung gegeben."*) 

Bretschneider, Lehrgebäude der niederen Geometrie. 
— Jena 1844. 

p. 26: ^Winkel zweier in einer Ebene von demselben 
Endpunkte ausgehender halbbegrenzter Geraden ist das Mais 
der fortschreitenden Drehung, durch welche sich die eine jener 
Geraden von der andern entfernt hat."*) 



^) Der Verfasser hält' einen Hinweis auf die Ebene für unnötig; 
darin liegt, wie mir scheint, der Gedanke an den kleinsten Raum aus- 
gedrückt, der zwischen den Geraden möglich ist, die unausgesprochene 
Annahme eines Abstandes besonderer Art. 

*) Das wäre jedenfalls das Bequemste; aber es scheint uns doch 
nicht zulässig, die Schwierigkeit auf diese Weise zu umgehen. Der 
mathematische Winkel ist denn doch etwas anderes als Winkel im ge- 
wöhnlichen Leben. 

^ Die Erklärung ist vollständig die unsere, nur dafs wir an Stelle 
der fortschreitenden Drehung — ein Ausdruck, der mifsverstaaiden werden 
kann — den Ausdruck „stetige Drehung** gebraucht haben. Bei der 
Abfassung meines Artikels (in H. Z. XX, p. 481—601) war mir Bret- 
schneiders Lehrgebäude noch nicht bekannt. Merkwürdig bleibt 
immerhin, dafs eine Reihe vorzüglicher Lehrbücher — wozu auch das 
hier TOrliegende gehört (Thibaut, Ulrich, Kunze) — so vollständig 
haben verdrängt werden können durch zum Teil recht zweifelhafte Pro- 
dukte neueren Datums. Aber andererseits ist es auch wieder natürlich, 
dafs in dem sich überstürzenden Strome von Lehrbüchern die alten los- 
gerissen und weggeschwemmt wurden — gute und schlechte unter- 
schiedslos. Den Haupteinfiufs haben natürlich die Veränderungen in 
den Lehrplänen gehabt: hier ist die Thatsache merkwürdig und auf- 
fallend, dafs bei der Erweiterung des mathematischen Unterrichts die 
Lehrbücher sich verkürzten; doch mag auch der Zeitgeist mitsprechen, 
der eine behagliche und ach so wohlthuende Vertiefung in den Gegen- 
stand beim Lernenden kaum noch zulälst. Hastig und nach Art von 
Kraftfutter wird die Wissenschaft eingeflöfst; ob zum Segen der Schüler? 
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Gehen von einem Punkte Ä einer Ebene zwei halbbe- 
grenzte Gerade AB und ÄC aus, Ton denen AB als fest- 
liegend, AG als um A beweglich gedacht wird, so kann AC 
durch fortschreitende Drehung in immer andere Lagen gegen 
AB gebracht werden. Das MaXs der fortschreitenden Drehung 
nun, welche erforderlich ist, um AG aus derjenigen Lage, in 
welcher sie die feste Gerade AB deckt, in irgend eine andere 
bestimmte Lage zu bringen, heifst der zu dieser Lage der 
beiden Geraden gehörige Winkel, oder auch schlechthin 
der Winkel beider Geraden," 

„Der zwischen den Schenkeln liegende Teil der unbe- 
grenzten Ebene heifst das Winkelblatf 

„Da übrigens der ebene Winkel nichts als die Quantität 
der erfolgten Drehung ist, mithin sich als eine benannte 
Zahl Yon einer eigentümlichen Gattung oder Einheit darstellt: 
so ist klar, dafs gleich vielte Teile oder Gleich vielfache eines 
und desselben Winkels untereinander &tets gleich sein müssen. 
Es kann daher auch niemals yon einer Kongruenz, sondern 
nur von einer Gleichheit zweier Winkel die Rede sein"^) 



^) Diese Bemerknngdn sind sehr treffend. Ich will übrigens diese 
Gelegenheit benutzen, um noch einmal auf Bürklens Arbeit zurück- 
zukommen. Er sagt L c. p. 2: Überhaupt leiden alle von Schotten 
(H. Z. XX) angeführten Definitionen offenbar an dem Fehler, dafs sie 
nur die Gröfse und in dieser nur die Quantität, nicht das Quantam 
des Winkels zu definieren suchen. Die Gröfse ist aber nur eine Seite 
des Objektes, durchaus nicht die alleinige." 

p. 5: „. . . beim Winkel ist bei gleicher Gröfse keine verschiedene 
Gestalt möglich und es kann Kongruenz von Ähnlichkeit nicht mehr 
unterschieden werden, es ist bei gleicher Gestalt immer auch gleiche 
Gröfse vorhanden. — Hieraus ist auch ersichtlich, warum bei keinem 
geometrischen Gebilde aufser beim Winkel die Gröfse als Einteilungs- 
prinzip verwendet wird." (Hierzu ist zu bemerken: Hätten wir bei der 
Strecke eine natürliche Mafseinheit, wie beim Winkel die einmalige 
Drehung, so würden wir auch dort dieses Einteilungsprinzip ver- 
wenden.) 

Wegen der einheitlichen Auffassung und Untersuchung dürfte aber 
auch der Winkel nicht mit seiner Gröfse identifiziert werden. „Wir 
haben aber zuerst zu fragen, was ist grofs am Winkel, dann erst wie 
grofs. Die erste Frage wird gewöhnlich nicht nach Gebühr gewürdigt 
und doch ist sie die wichtigere." 
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Legendre, Elemente der Geometrie. Ed. Grelle. — Berlin 
1844. 

p. 2: „Wenn sich zwei gerade Linien begegnen, so heifst 
die geringere oder bedeutendere Gröfse, um welche sie ihrer 
Lage nach voneinander entfernt sind, Winkel."^) 

„Die Winkel sind, wie alle Gröfsen, der Vermehrung, Ver- 
minderung, Vervielfältigung und Teilung fähig." 



J.H.T. Müller, Lehrbuch der Mathematik. — Halle 1844. 

p. 9: „Denkt man sich von irgend einem Punkte aus im 
Räume zwei Strahlen gezogen und in der dadurch bestimmten 
Ebene den einen derselben um jenen Punkt immer nach einerlei 
Richtung so lange gedreht, bis er mit dem andern zusammen- 
fällt: so heifst die Gröfse dieser Drehung der von jenen Strahlen 
gebildete oder eingeschlossene Winkel." 



Recht, Die Elemente der Geometrie. — München 1844. 

p. 15: „Die Neigung zweier sich schneidenden geraden 
Linien nennt man Winkel." 

„Wenn man eine Gerade in einem Punkte befestigt denkt, 
so kann man sie, beständig in einer Ebene bleibend, beliebig 
um einen Punkt drehen. Dasjenige nun, wodurch sich die ver- 
schiedenen Stellungen dieser Geraden voneinander unterscheiden, 
nennt man ihre Neigungen oder ihre Winkel."^) 



Mahistre, Lehrbuch der vergl. Geometrie. Ed. Lorey, — 
Weimar 1845. 

p. 15: „Ein ebener Winkel oder blofs Winkel, ist die 

^) Eine höchst eigentümliche Erklärung; sollte es vielleicht an der 
Übersetzung liegen? 

^) Das Vorurteil gestattet noch nicht , die Euklidische Definition 
beiseite zu lassen; doch drängt die bessere Erkenntnis dazu, im erläuternden 
Zusatz das wahre Wesen des Winkelbegriflfes klar zu legen: aber es gelingt 
noch nicht völlig. Der letzte Satz bringt noch den Begriff der Stellung 
in die Erörterung, wodurch sie gerade nicht an Klarheit gewinnt. 
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grofsere oder kleinere Offnnng; welche zwischen zwei Geraden 
enthalten ist^ welche in demselben Punkt endigen/'^) 
Auch die Drehung wird erwähnt. 



Erb, Die Probleme der geraden Linie etc. — Heidelberg 
1846. 

p. 35: ,, Winkel ist also eine aus zwei einseits begrenzten 
geraden Linien in ihren Grenzen derart zusammengesetzte 
Linie, dafs keine derselben mit der anderen oder ihrer Ver- 
längerung zusammenfallt, beide verlängert auJkier dem Yer- 

einigungspunkt keinen anderen Punkt mehr gemeinschaftlich 
haben.« 2) 

Salomon, Reine Elementargeometrie. — Wien 1847. 

p. 12: „Die Abweichung zweier zusammenstofsenden Linien 
von dem gemeinschaftlichen Puukte oder die Neigung dieser 
zwei Linien zu dem gemeinschaftlichen Punkte heifst Win- 
kel; ... Man könnte den Winkel auch als den unterschied 
der Richtungen zweier Strahlen betrachten.« 



Steffenhagen, Kompendium der Planimetrie. — 
Parchim 1847. 

p. 23: „Die Neigung zweier ungleich gerichteten geraden 
Linien in derselben Ebene heilst Winkel." 

„Der Kaum zwischen den beiden Schenkeln heifst Schenkel- 
weite." 

Tellkampf, Vorschule der Mathematik. — Berlin 1847. 
p. 240: „Eine um ihren unbeweglichen Anfangspunkt in 



^) Diese Erklärung ist selir unbestimmt; denn die grofsere oder 
kleinere^öffnung hängt docli von der Entfernung vom gemeinsamen 
Punkte ab, wobei die nahezu TöUige oder yollständige Gleichheit der 
Schenkel stillschweigend vorausgesetzt wird. Derselbe Winkel kann 
ims sehr verscliieden offen erscheinen. 

') Was soll man zu einer solchen Erklärung eigentlich sagen? 
Winkel eine aus zwei Linien zusammengesetzte Linie !l 
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einer Ebene gedrehte Gerade wird während ihrer Umdrehung 
allmählich sämtliche Richtungen durchlaufen, welche in der 
Ebene um den Punkt möglich sind. Als Gröfse der Drehung, 
durch welche sie aus einer anfänglichen Richtung in eine 
andere stetig übergeht, entsteht hierbei der Winkel/' 



Knorr, Elemente der Geometrie. — Kiew 1849. 

p. 18: „Ein ebener geradliniger Winkel. ist ein Teil einer 
unbegrenzten Ebene, welcher zwischen zwei einseitig unbe- 
grenzten geraden Linien liegt, die einen gemeinschaftlichen 
Anfangspunkt haben." 

„Ebene geradlinige Winkel sind untereinander vollkommen 
gleichartig."^) 

„Wenn der Winkel Gegenstand geometrischer Betrach- 
tungen sein soll, so mufs er auch als geometrische Gröfse 
definiert werden; eine geometrische Gröfse ist aber entweder 
Körper oder Fläche oder Linie; der ebene Winkel ist nun 
weder Körper noch Linie, also kann er nur zu den Flächen 
gehören."^) 

Ebensperger, Gemeinfafsliche Geometrie. — Nürnberg 
1850. 

^) Ein unverständlicher Zusatz. 

^) Man vergleiche zu dieser Bemerkung die im Texte im Auszüge 
wiedergegebene Abhandlung von Gerlach (H. Z. XXII, p. 1—13). Gegen 
die Voraussetzung, wie Schlufsfolgerung hier läfst sich nichts einwenden. 
Aber es ist doch zu bedenken, dafs wir in der Geometrie eine ganze 
Gruppe von Gröfsen haben, die zwar reine Zahlengröfsen sind, aber eine 
bestimmte geometrische Deutung haben: ich meine die Funktionen des 
Winkels. Granz ähnlich nun ist der Winkel eine besondere Art Gröfse, 
wie schon daraus hervorgeht, deJß er uns geometrisch (durch Anschauung) 
gegeben sein kann, aber auch durch Zahlen. Wir können mit ihm geo- 
metrisch (als Figur) operieren, aber auch rein rechnerisch — z. B. Kon- 
struktion oder Berechnung des Nebenwinkels. Diese besondere 
Eigentümlichkeit weist ihm eine Stellung an aufserhalb der geome- 
trischen Elemente, wie aulserhalb der Zahlenreihe, und doch mit beiden 
im engsten Zusammenhange. Diese doppelte Wesenheit wird durch 
unsere Definition charakterisiert. 

Man vergleiche hierzu einen Aufsatz in Grunerts Archiv. Bd. 64, 
p. 406: Worpitzky, Über die Grandbegriffe der Geometrie. 
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p. 15: ,,Weiin zwei gerade Linien in einen Punkt zu- 
sammentreffen, so bilden sie einen Winkel. Ein Winkel ist 
also die Grofse der Neigung zweier geraden Linien in einen 
Punkt oder der Unterschied in der Richtung zweier geraden 
Linien, die von einem Punkte ausgehen/' 



Lübsen, Ausführliches Lehrbuch der Elementar-Geometrie. 
— Hamburg 1850. 

p. 23: „Wenn von einem Punkte zwei gerade Linien nach 
verschiedenen Richtungen ausgehen, so sagt man: sie seien 
gegeneinander geneigt und bilden einen Winkel miteinander, 
und man versteht daher unter Winkel immer die Neigung 
zweier geraden Linien gegeneinander.'' 

,,Einen Winkel kann man sich durch Bewegung entstanden 
denken. Die Schenkel haben anfangs aufeinander gelegen, 
dreht sich der eine, so entsteht sogleich ein Winkel^ der mit 
fortgesetzter Drehung immer grofser wird." 



Bartholomäi, Geradlinige Planimetrie. — Jena 1851. 

p. 14 im § 22 wird von sich schneidenden Geraden ge- 
sprochen. 

§ 23: „Der flüchtigste Blick auf das eben besprochene 
Gebilde zeigt sogleich, dafs es ein neues ist. Wir nennen es 
Winkel und definieren demnach: Winkel ist dasjenige Ge- 
bilde^ welches durch zwei sich schneidende Gerade 
entsteht." 

§ 26: „Wenn sich zwei Gerade ÄBy CD in einem Punkte 
schneiden, so gehen von diesem Punkte vier Gerade 0-4, 
OBy OC, OD aus. Je zwei von ihnen stellen das Gebilde dar, 
welches wir jetzt bestimmten Winkel nennen wollen. Wir 
können also die Definition des § 23 bestimmter so fassen: 
Winkel ist dasjenige Gebilde, welches durch zwei von 
einem Punkte ausgehende Gerade dargestellt wird."^) 

^) Bartholomäi giebt also in diesen beiden Paragraphen die rein 
äufserliche Erklärung des Winkels als einer Fignr, ohne auf den Zu- 
sammenhang der konstituierenden Elemente, auf das Wesen des Winkels 
irgendwie einzugehen. 
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§ 27: j^Wollen wir die Abhängigkeit der Elemente eines 
Winkels ABC kennen lernen, so müssen wir aus der einen 
Geraden BC in die andere AB übergehen. Dieser Übergang 
geschieht zunächst dadurch, daXs sich der eine Schenkel BC 
um den Scheitelpunkt B dreht, bis er in die Lage des andern 
BA kommt. Diese Drehung darf nicht willkürlich sein. Des- 
halb lassen wir den drehenden Schenkel BC auf einer Geraden 
AC, welche durch zwei beliebige Punkte A, C der Schenkel 
geht, hingleiten. (Entstehung der Ebene.) ^) 

§ 32: „1. Die beiden Schenkel des Winkels sind ver- 
schiedene Richtungen. Der Unterschied derselben wächst, wenn 
die Drehung fortgesetzt wird. Sobald wir also blofs auf die 
Richtung der Schenkel Rücksicht nehmen, kann blofs an einen 
Unterschied der Richtungen gedacht werden. Der Winkel 
stellt also diesen dar. Daher können wir die Definition auf- 
stellen: Winkel ist der Unterschied in der Richtung 
zweier Geraden, die von einem Punkte ausgehen."^) 

2. Der Winkel erscheint als eine Ebene, welche von 
zwei Geraden, welche vom Scheitelpunkt ausgehen, begrenzt 
und einerseits unbegrenzt, und mit Geraden, welche vom 
Scheitelpunkt ausgehen, erfüllt ist. Daher erhalten wir die 
Definition: ein Winkel ist eine Ebene, welche von zwei 
Geraden begrenzt wird, welche von einem Punkte aus- 
gehen." 

§ 34: ,,Da der Winkel von doppeltem Standpunkt aus an- 
gesehen werden kann, so mufs er auch immer von beiden 
Standpunkten aus angesehen werden: einmal als Richtungs- 
unterschied, das andere Mal als Ebene."*) 



*) Hier geht uun der Verfasser auf das Wesen des Winkels ein, 
indem er davon ausgeht, die Abhängigkeit der Elemente kennen zu 
lernen — die meiner Ansicht nach schon aus der Definition zu erkennen 
sein mfifste. An die Stelle der kürzesten Drehung setzt er diejenige 
entlang einer Geraden, was nicht ohne weiteres als identisch anschau- 
lich klar ist. Allerdings stimmt diese Erzeugungsart mit der bekannten 
der Ebene ja überein. 

*) Der zuerst gewählte Ausdruck, dals der Winkel den Unterschied 
der Bdchtungen (Strahlen) darstelle, scheint uns treffender. 

') Warum wird auf § 27 nicht rekurriert, der von der Abhängig - 
keit der Elemente des Winkels handelt und damit dasjenige liefert, was 
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Unter der Überschrift „Gröfse" wird der Winkel in Ver- 
bindung mit dem Kreis gebracht und genaue Untersuchungen 
angestellt (§ 39—59), unter der Überschrift „Form" das Re- 
sultat gefunden, dafs gleiche Winkel ähnlich sind und umge- 
kehrt. Schliefslich folgen unter ,yLage'' die Anwendungen, die 
durch die Lehre von den Parallelen unterbrochen werden. 



Kunze, Lehrbuch der Geometrie. — Jena 1851. 

p. 7: „Der Unterschied in der Kichtung zweier geraden 
Linien, die von einem Punkte ausgehen, heifst ein Linien- 
winkel oder schlechthin ein Winkel." 

p. 8: „Drehung ist Veränderung der Richtung. Die 
Gröfse eines Winkels wird also beschrieben durch diejenige 
Drehung, welche man mit dem einen Schenkel in der Ebene, 
worin der Winkel liegt, yomehmen mufs, um stetig in die 
Lage des andern Schenkels überzugehen.'^^) 



ünger, Die Geometrie des Euklid. — Leipzig 1851. 

p. 18: „Zu Euklids Definition des Winkels bemerkt der 
Verfasser: „Diese Erklärung scheint insofern nicht genau, in- 
wiefern man nach dem gewohnlichen Sprachgebrauch eine 
Linie nur dann als geneigt gegen die andere ansieht, wenn 
sie mit ihr einen spitzen Winkel bildet.'' Euklid hebe aber 
durch den Zusatz „ohne in gerader Linie zu liegen'' die be- 
schränkte Bedeutung auf. 



Kosack, Beiträge zu einer systematischen Entwicklung 
der Geometrie aus der Anschauung. — Nordhausen 1852. (Progr.) 

p. 8: „So findet man in vielen Kompendien der Geometrie^ 
welche im allgemeinen nichts davon wissen wollen, dafs man um 
von der Gröfse eines Winkels im allgemeinen eine Vorstellung zu 

die Wurzel der Defimtion ist. Die beiden andern sogenannten Defini- 
tionen des § 32 sind m. E. nur erläuternde Zas&tze, aber von keiner 
wesentlichen Bedeutung gegenüber den Untersuchungen des §27. 

^) Es ist nicht recht verständlich, was es heifsen soll, die Gröfse 
des Winkels werde durch Drehung beschrieben; es müfste dann doch 
heifsen gemessen. 
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gewinnen sich den Winkel überhaupt durch Drehung einer 
Linie um einen Punkt entstanden deuken mufs, und beim Be- 
weise der übrigen Sätze vom Winkel diese Vorstellung ver- 
meiden, den Satz, dafs gestreckte Winkel einander gleich sind, 
dadurch nachgewiesen, dafs gesagt wird, es sei zur Entstehung 
des gestreckten Winkels eine ganz bestimmte Drehung erfor- 
derlich. Wie anderswo, liegt auch hier in dem, was oft als 
lästiger Notbehelf angesehen wird, das Wesen der Sache. 
Denn um von der Gröfse eines Winkels eioe klare Vorstellung 
zu gewinnen, bedarf man notwendig der Vorstellung des Krei- 
ses, dessen Entstehung mit der des Winkels gleichzeitig und 
notwendig erfolgt, wenn man sich letztern durch Drehung eines 
beweglichen Schenkels um einen seiner Endpunkte entstanden 

denkt." 

„Sieht man sich demnach gezwungen, nicht nur zur bes- 
sern, sondern einzig möglichen Einsicht in die Natur des 
Winkels, dessen Entstehung durch Drehung zu Hülfe zu nehmen, 
so mufs auch in der ganzen Winkelgröfsenlehre dieses Prinzip 
durchgeführt werden." 

p. 13: „Solche zwei Linien verschiedener Richtung, welche 
miteinander einen Punkt gemein haben, bilden einen Winkel." 
Es wird dann noch einmal ausführlich auf die Drehung ein- 
gegangen. 

August, Lehrbuch der Mathematik. — Berlin 1852. 
p. 17: „Ein Winkel ist die ßichtungsab weichung zweier 
geraden Linien, die von einem Punkte ausgehen. . . . Die un< 



^) Wir können uns hier mit dem Verfiasser, dessen sonstige Aus- 
führungen unsem vollen Beifall haben, nicht einverstanden erklären. 
Nicht der Kreis, sondern Drehung ist das wesentliche Moment zur 
Definition des Winkels. Es geht das schon daraus hervor, dafs wir zur 
Erzeugung des Kreises eines begrenzten Schenkels benötigen, während 
doch der Winkel von der Länge der Schenkel völlig unabhängig 
ist. Wäre der Ereis — etwa wie die Gerade — ein völlig eindeutiges 
Gebilde, dann würde des Verfassers Bemerkung zutreffend sein. — Das 
Vergleichen von Winkeln mittelst entsprechender Bogen darf uns aber 
nicht verführen, die Vorstellungen von Kreis und Winkel in der vom 
Verfasser beliebten Weise zu identifizieren. 
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Tollstandig begrenzte Ebene zwischen den Schenkeln des Winkels 
hei&t Winkelblatt." 

Fresenius^ Die Baumlelire eine Grammatik der Natur. — 
Frankfurt a/M. 1853. 

p. 35: ,;Das Drehungsstück^ welches zwischen zwei yon 
einem Punkte ausgehenden Richtungen zurückzulegen ist^ wemi 
man von einer zur anderen kommen will, heilst Winkel.^) 
Je mehr zwischen zwei Richtungen gedreht werden mufs, 
desto gröfser ist der Winkel." 



Gernerth, Grundlehren der ebenen Geometrie. — Wien 
1857. 

p. 9: y^Es seien OA und OB zwei zusammenfallende 
gerade Linien, welche denselben Anfangspunkt haben. Dreht 
man die eine derselben, etwa OB^ in einer und derselben 
Ebene beliebig, so nimmt sie nach und nach andere Lagen 
an und fallt zuletzt wieder mit OA zusammen. Man sieht, 
dafs bei dieser Drehung die Richtung der Linie OB nach und 
nach immer mehr und mehr von der Richtung der Linie OA 
abweicht. 

Die Abweichung der Richtungen zweier von demselben 
Punkte auslaufender gerader Linien OA und OB heilst 
Winkel." 

„Zwei von demselben Punkte ausgehende gerade Linien 
bilden immer zwei Winkel." 



Snell, Lehrbuch der geradlinigen Planimetrie. — Leipzig 
1857. 

p. 19: „Denkt man sich zwei ungleichlaufende Linien nach 
der Zuneigungsseite verlängert, so entsteht durch ihr Zusammen- 
treffen ein Raumgebilde, ^) welches der Winkel heifst. An 

^) Eine gute Erklärung, wenn man sich über den Aasdrack 
Drehangsstück klar ist; dies dürfte aber nicht allgemein vorausgesetzt 
werden dürfen. 

*) Es geht weder aus dieser Erklärung selbst, noch aus den er- 
läuternden Zusätzen, die sich mit den Bestandteilen des Winkels be- 
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dem Winkel unterscheidet man folgende Bestandteile: . . ., 
drittens den Unterschied in der Richtung beider Schenkel des 
Winkels; derselbe heifst die Öffnung des Winkels. Dieser 
letztere Bestandteil^ der Bichtungsunterschied beider Schenkel 
oder die OffQung, ist der wesentlichste, da von ihm allein die 
Gröfse des Winkels abhängt. Man wird sich der Gröfse des 
Richtungsunterschiedes beider Schenkel oder der Gröfse der 
Öffnung des Winkels bewu&t durch eine drehende Bewegung . . . 
Die Gröfse dieser drehenden Bewegung allein macht die Gröfse 
des Winkels aus." 

Ley, Die Planimetrie. — Bonn 1858. 

p, 8: y^Ebener Winkel heifst die Begrenzung der Ebene 
nach einem Punkte hin.^) Dieser Punkt heifst der Scheitel 
des Winkels. Die nach dem Punkte hin begrenzte Ebene heifst 
die Fläche des Winkels. 

Da eine Ebene nur durch Linien begrenzt wird, bei einem 
ebenen Winkel aber der Punkt bezeichnet sein mufs, nach 
welchem die Ebene begrenzt ist, so gehören zu einem ebenen 
Winkel zwei sich schneidende Linien." 

,,Ein Winkel heifst geradlinig, wenn seine Schenkel gerade 
Linien sind, krummlinig, wenn . . ." 

„Die Gröfse des Winkels hängt davon ab, wie viel von 
der Ebene nach dem Scheitel hin begrenzt sei."*) 



F. W. Becker, Lehrb. d. Elementargeometrie. — Oppen- 
heim a. R. 1859. 

p. 4: „Verlängert man zwei konvergierende Linien bis zu 
ihrem Durchschnitte, so heifst das bestimmte, aber unbegrenzte 



Bchäftigen, hervor, ob Snell das Baumgebilde nur als Liniengebilde 
anffafst oder ob er das Ebenenstück dazn rechnet. Es scheint zuerst, 
als ob er der ersteren Ansicht zuneige; die Hereinziehung der Drehung 
aber, die die Ebene erzeugt, deutet doch wohl auf das zweite hin. 

^) Eine eigenartige Erklärung, aus der ganz gewifs Niemand, der 
nicht schon eine anschauliche Vorstellung von dem Winkel hat, einen 
klaren Begriff bekommt. 

*) Auch dieser Ausdruck entbehrt durchaus der Klarheit. 

Schotten, der planimetr. Unterricht. U. 10 



- 146 — 

Stück der ebenen Fläche, welcheB sie einschliefsen, Winkel. 
Ein Winkel ist also das bestimmte^ aber unbegrenzte Stück 
einer ebenen Fläche, welches von zwei sich schneidenden ge- 
raden Linien eingeschlossen wird/' 

,,Denkt man sich den Schenkel hc des Winkels ahc um 
den Scheitel b aufgehoben, so wird offenbar der Winkel wachsen, 
keineswegs aber ist dies der Fall, wenn die Schenkel des 
Winkels beliebig yerlängert werden, ohne ihre Lage zu ändern. 
Es geht daraus hervor, dafs die Gröfse eines Winkels nur von 
dem Bichtungsunterschiede der Schenkel, nicht aber von der 
Länge derselben abhängt/' 



Heidenreich, Die Elemente der niederen Geometrie. — 
Leipzig 1859. ^ 

p. 5: „Unter Winkel versteht man den Unterschied in der 
Richtung zweier Geraden/' 

„Ein Winkel entsteht, wenn man eine Gerade, um den 
einen ihrer Endpunkte drehend, in eine andere Richtung über- 
gehen läfst. Die Gröfse des Winkels wird nicht durch die 
Länge der Schenkel, auch nicht durch den Raum zwischen den 
beiden Schenkeln bestimmt, sondern durch die Gröfse der 
Drehung, die nötig ist, um aus der Richtung des einen Schenkels 
in die des andern Schenkels zu gelangen/' 

„Will man für die Gröfse dieser Drehung, also für die 
Gröfse des Winkels, ein bestimmtes Mafs einführen, so bietet 
sich am einfachsten die ganze Umdrehung dar/' 

Franke, Die Elemente der ebn. Geometrie. — Hannover 
1860. 

p. 8: „Eine Gerade von bestimmter^) Länge drehe sich 
um einen ihrer Endpunkte. Jede neue Lage der sich drehen- 
den Geraden wird eine gröfsere oder kleinere Ablenkung gegen 
die ursprüngliche Lage bezeichnen. Diese Ablenkung nennt 
man allgemein Winkel." 

Der Kreis als Mafs des Winkels. Drehung. 



^) Dies ist doch ganz unwesentlicli; deshalb aber sogar zu ver- 
werfen, weil es geeignet ist, eine höchst einschränkende Bestimmung in 
die Erklärung des Winkelbegriffes hineinzubringen. 
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Z erlang, Beitrag zu einer genetischen Entwicklung der 
Planimetrie. — Sorau 1860 (Progr.), 

p. 9: ^^Dreht man eine gerade Linie um einen in ihr be- 
findlichen als fest angenommenen Punkt, der Einfachheit wegen 
z. B. einen Strahl um seinen Anfangspunkt stetig nach einer 
Seite hin bis in eine beliebige andere Richtung, so heifst die 
Gröfse der Drehung , durch welche der Strahl von seiner ur- 
sprünglichen Richtung in die neue gelangte, ein Winkel/^ 

,,Denkt man sich die ursprüngliche Richtung des Strahles 
durch einen zweiten Strahl yertreten, so kann man auch sagen: 
„Ein Winkel ist der Richtungsunterschied zweier von einem 
Punkte ausgehender Strahlen/' 



Giffhorn, Leitfaden der ebenen Geometrie etc. - Braun- 
schweig 1862. 

p. 12: „Dreht eine Linie von unbestimmter Länge sich 
um ihren festliegenden Anfangspunkt aus ihrer ursprünglichen 
Lage in irgend eine andere Lage, so nennt man den Rich- 
tungsunterschied der Linien Winkel . . . Die Gröfse des Winkels 
hängt demnach nicht von der Länge der Schenkel, sondern 
von der Gröfse der Drehung ab.*' 



Wiegand, Planimetrie. — Halle 1863. 

p. 13: „Die Abweichung der Richtungen zweier geraden 
Linien wird ein Winkel genannt." 

„Von dem wahren Sinne des Wortes „Abweichung" 
bekommt man erst dann einen deutlichen Begriff, wenn man 
sich den Winkel als durch Drehung eines seiner Schenkel, 
während der andere als festliegend angenommen wird, ent- 
standen denkt," 

Dronke, Die Elemente der ebn. Geometrie. — M.-Glad- 
bach 1864. 

p. 1: „Ein Winkel ist eine ebene Figur, welche von zwei 
von einem Punkte ins Unendliche fortlaufenden Geraden be- 
grenzt wird." 

10* 
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Funck; Das Euklidische System der Geometrie der 
Ebene. — Berlin 1864 

p. 2: ^yWenn zwei gerade Linien sich schneiden^ so 
nennt man die gröfsere oder geringere Abweichung in der 
Lage derselben von derjenigen Lage^ in welcher die eine 
auf die andere fällt^ einen ebenen, geradlinigen Winkel.'^ 



Weifsenborn,Die Elemente der Planimetrie. — Halle 1 864. 

p. 19: ^yZwei von demselben Punkte in verschiedener 
Richtung ausgehende von dem Punkte einseitig begrenzte 
Gerade bilden einen Winkel." 

„Ein Winkel ist der Bichtungsunterschied zweier Geraden." 

p. 22: „Man kann sich jeden beliebigen Winkel auch 
dadurch entstanden denken , als hätten in der einen Geraden 
anfangs zwei Gerade über einander gelegen^ und als sei dann, 
während die eine unverändert liegen gebUeben sei, die andere 
um den festen Punkt so lange gedreht worden, bis sie in die 
Lage der andern gekommen sei, nachdem sie alle dazwischen 
fallenden Lagen während der Dr^ung eingenommen habe/' 



Sonndorfer, Lehrbuch der Geometrie. — Wien 1865. 

p. 12: „Verlängern wir zwei gerade Linien verschiedener 
Richtung so lange, bis sie sich schneiden, so entsteht durch 
ihren Durchschnitt ein neues geometrisches Gebilde, der 
Winkel. Wir nennen nämlich den von diesen beiden geraden 
Linien dann begrenzten Teil der Ebene einen Winkel. Nehmen 
wir jedoch auf die Richtung der beiden Geraden Rücksicht, 
so ergiebt sich für dieses neue geometrische Gebilde folgende 
Definition: 

Ein Winkel ist der Richtungsunterschied zweier gerader 
Linien." 

Es wird dann auch noch auf die „Gröfse der Drehung'' 
eingegangen. 

Sonnenburg, Ebene Geometrie. — Bremen 1868. 
p. 11: „Ein Winkel ist der Richtungsunterschied zweier 
geraden Linien, die von einem Punkte ausgehen." 
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Teirich, Lehrbuch der Geometrie. — Wien 1868. 

p. 6: ,,Zwei in einer Ebene befindliche Gerade, die nicht 
dieselbe Richtung haben , werden notwendig in einem Punkte 
zusammentreffen. Das Stück der Ebene, welches dann zwischen 
diesen beiden Geraden liegt, heilst ein Winkel. Aus der 
Gröfse des Winkels beurteilt man die Abweichung der 
Richtung der einen Geraden von der Richtung der andern. 
Der Winkel erscheint sonach als der Unterschied zwischen 
den Richtungen zweier in einem Punkte zusammenstofsenden 
oder von ihm auslaufenden geraden Linien."^) 

„Man kann sich die Entstehung des Winkels auch noch 
auf eine andere Weise denken, welche zwar von der vorigen 
nicht wesentlich verschieden ist, aber das tiefere Eingehen in 
die Natur des Winkels sehr erleichtert.^) Man lasse eine 
Gerade sich um ihren unbeweglichen Anfangspunkt in einer 
Ebene drehen, so entsteht ein Winkel und giebt die Gröfse 
dieser stetigen Drehung an.^' 



Adam, Lehrbuch der eb. u. körpl. Geometrie. — Berlin 1869. 

p. 13: „Durch einen Punkt einer Ebene können unzählig 
viele gerade Linien gezogen werden, welche sämtlich ver- 
schiedene Richtung haben. 

Der Teil der Ebene, welcher zwischen zwei von 
einem Punkte ausgehenden geraden Linien liegt, heifst 
ein (geradliniger) Winkel," 

Beez, Die Elemente der Geometrie. — Plauen 1869. 

p. 13: „Ein Ausschnitt einer Ebene, der von zwei 
in einem Punkte sich treffenden Geraden OJ., OB 
gebildet wird, heifst ein ebener Winkel..." 

Bummer, Elementargeometrie. — Heidelberg 1869, 

p. 3: „Die Linien haben verschiedene Richtung, dann 



^) Nacli dem Vorhergehenden ist das nicht richtig. Wenn man 
nach der Gröfse des Winkels die Abweichung beurteilt, so ist der 
Winkel das Mafs für den Unterschied, aber nicht der Unterschied selbst. 

*) Dies Zugeständnis hätte dazu fuhren sollen, den hier berührten 
Punkt zum Ausgangspunkte der Erklärung des Winkelbegriffes zu 
machen. 
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schneiden sie sich entweder unmittelbar oder nach gehöriger 
Verlängerung und bilden einen oder mehrere Winkel/' 

,,Der Winkel ist daher der Unterschied der Bichtung 
zweier Linien*^' 



F. Becker, Die elementare Geometrie in neuer Anord- 
nung. — Hanau 1870. (Progr.) 

p. 9: ,,Zwei Strahlen, welche von einem Punkte auslaufen, 
bilden einen Winkel; die Gröfse eines Winkels hängt von dem 
Mafse der Drehung um den Scheitel ab, durch welche man, 
in einer und derselben Ebene bleibend und in einerlei Sinne 
fortschreitend aus der Lage des einen Schenkels in die des 
andern gelangt/^ 

Frischauf, Elemente der Geometrie. — Graz 1870. 

p. 3: „Der Unterschied der Lage*) zweier Strahlen oder 
Halbstrahlen wird ein Winkel genannt 

„Ein Winkel entsteht, indem man einen Halbstrahl um 
den Mittelpunkt in einer Ebene dreht. Die Gröfse dieser 
Drehung wird ebenfalls Winkel genannt." 



Grunert, Lehrbuch der ebenen Geometrie. — (6. Aufl.) 
Brandenburg a. d. H. 1870. 

p. 17: „Wenn zwei nicht zusammenfallende gerade Linien 
AB und AC von einem Punkte A ausgehen^ so sind sie offen- 
bar rücksichtlich ihrer Lage verschieden und die Gröfse dieser 
Verschiedenheit der Lage, die Gröfse der Abweichung der 
beiden Linien von einander, wird durch den von ihnen ein- 
geschlossenen Winkel bestimmt. Ein Winkel ist also nichts 
anderes als die Abweichung zweier von einem Punkte A aus- 
gehender geraden Linien AB, AC von einander in Bezug auf 
ihre gegenseitige Lage.'*^) 

^) Lage wird nicht erklärt. — Strahl wird identisch mit Gerade 
gebraucht. 

•) Wenn durch den Winkel die Verschiedenheit der Lage zweier 
Geraden bestimmt wird, so ist doch nicht der Winkel die Yerschieden- 
heit. Die logische Konsequenz aus dem ersteren ist, dafs der Winkel 
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Zur Verdeutlichung wird dann noch auf die Drehung ein- 
gegangen. 

Heis und Eschweiler, Lehrbuch der Geometrie. — 
Köln 1870. 

p. 5: „Zwei gerade Linien, welche von einem Punkte aus- 
gehen, haben eine verschiedene Lage, um die Gröfse dieser 
Verschiedenheit zu bestimmen, hat man sicfa vorzustellen, die 
eine dieser Linien drehe sich um den Punkt, von dem beide 
auslaufen, in einer und derselben Ebeue und nach einerlei 
Richtung so lange um, bis sie mit der andern zusammenfallt. 
Die Gröfse der Umdrehung, die hierzu erforderlich ist, wird 
Winkel genannt. Der Winkel ist also eine Gröfse eigener 
Art/) durch welche die Verschiedenheit der Lage zweier von 
einem Punkte ausgehenden geraden Linien bestimmt wird/^ 

Winkelraum oder Winkelebene. 



Joh. Müller, Lehrbuch der elementaren Planimetrie. — 
Bremen 1870. 

p. 22:^) „Zwei Geraden, welche sich durch Drehung ohne 
Verschiebung zur Deckung bringen lassen, heifsen geneigt." 

„Die von zwei geneigten Geraden gebildete Figur heifst 
ein Linienkreuz." 

„Die Lage zweier geneigten Geraden gegeneinander (die 
Gestalt eines Linienkreuzes) ist nur von der Grösse der Drehung 
abhängig, welche erforderlich ist um die beiden Geraden zur 
Deckung zu bringen." 

„Die Veränderung einer Richtung ohne Veränderung des 
Ortes und ohne Veränderung der Ebene, in welcher die Rich- 
tung liegt, nennen wir eine einfache Drehung."^) 

das Mafs der Yerscliiedeiiheit ist. Wenn die Länge eines Gegenstandes 
durch einen Stock bestimmt wird, so ist der Stock weder die Länge 
noch der Gegenstand, sondern das Mafs für die Länge des Gegenstandes. 

^) Eine M a fs g r ö f s e , wenn ich mich dieses Ausdrucks bedienen darf. 

') Man vergleiche das Zitat ans Joh. Müller im zweiten Kapitel. 

^) Das ist nicht klar ausgedrückt. Man weifs ja, was gemeint ist, 
aber die Worte „Veränderung der Richtung ohne Veränderung des 
Ortes^^ sind wenig glücklich gewählt. 
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„Die Gröfse einer einfachen Drehung heifst ein Winkel."^) 
„Unter einem Winkelraume oder dem Räume eines Winkels 
versteht man denjenigen Teil der Ebene, welcher von einem die 
Drehung des Winkels ausführenden Strahle durchlaufen wird/^ 
Die ganzen Bewegungserscheinungen werden noch aus- 
führlich behandelt, wodurch grofse Klarheit in die Lehre vom 
Winkel kommt. Besonders bemerkenswert erscheint noch der 
folgende Satz: „Gewisse bestimmte Winkelgröfsen zeichnen 
sich vor den übrigen durch die Einfachheit ihrer Bestimmtheit 
aus (Ähnliches findet bei den Strecken nicht statt) und bilden 
deshalb die natürliche Grundlage für die Vergleichung der 
Messung (einfache Drehung = ganze Umdrehung). 



Brockmann, Lehrbuch der elementaren Geometrie. — 
Leipzig 1871. 

p. 4: „Der von selbst gegebene Begriff der geraden Linie 
schliefst den der Richtung in sich. Wenn nun von einem 
Punkte A zwei verschiedene Gerade ausgehen, so heifst die 
Abweichung der Richtung der einen von der Richtung der an- 
deren ein Winkel." 

„Da die Richtung der Geraden von der Länge derselben 
unabhängig ist, so hängt auch die Gröfse des Winkels nicht 
von der Länge seiner Schenkel ab." 

„Die Grofse des Winkels hängt von der Grofse der 
Drehung ab; welche der eine seiner Schenkel um den festen 
Scheitel machen mufs, um in die Lage des anderen zu ge- 
langen. Bei dieser Drehung beschreibt jeder Punkt des ge- 
drehten Schenkels (aufser dem Scheitelpunkt) den Bogen eines 
Kreises ; dessen Mittelpunkt der Scheitel ist; es ist daher mit 
der Vorstellung von der Gröfse eines Winkels die Vorstellung 
des Kreises unzertrennlich verbunden.'*^) 



^) Nachdem einmal der Begriff des „Linienkrenzes" eingeffibrt war, 
wäre es nötig gewesen, die Beziehmig zwischen Linienkrenz und Winkel 
klarzolegen. Statt dessen wird von dem neuen Begriffe ganz abgesehen 
und völlig getrennt davon der Zusammenhang zwischen Drehung und 
Winkel erörtert. 

') Das ist nicht wahr. Man braucht sich gar nicht einen be- 
stimmten Punkt bei der drehenden Bewegung des Strahles auf diesem 
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Hartman^; Genetischer Leitfaden. — Bautzen 1872. 

p. 3: ;;Die wesentlichste Eigenschaft eines Winkels ist der 
Richtungsunterschied (Abweichung) seiner beiden Schen- 
kel.^) Wie kann man die Gröfse desselben durch drehende 
Bewegung des einen Schenkels messen?*^ 

^,Wie mufs man sich einen Winkel entstanden denken? 
Was ist hiernach ein Winkel? Ist es richtig, wenn man sagt: 
Ein Winkel entsteht, wenn zwei Geraden von verschiedener 
Richtung in einem Punkte zusammentreffen?" 



Hering, Planimetrie. — Leipzig 1872. 

p. 5: „Wenn man in einer Fläche'*) von einem Punkte 
aus zwei Strahlen zieht, wird die Fläche in zwei Teile geteilt 
und jeder solche Teil heifst ein Winkel." 

p. 8: „Man kann sich einen Winkel dadurch entstanden 
denken, dafs sich ein mit dem Endpunkte festliegender Strahl 
in einer Ebene um diesen Endpunkt aus einer Lage in eine 
andere dreht. Bei dieser Drehung giebt die Gerade in jedem 
Augenblicke eine andere Richtung an. Die Gröfse der Rich- 
tungsänderung wird durch den Raum, den der sich drehende 
Strahl durchlaufen hat, also durch den Winkel gemessen, den 
der Strahl in seiner neuen Lage mit der ursprünglichen Lage 
bildet, d. h. der Richtungsunterschied nimmt in demselben 
Mafse ab oder zu, in welchem der Winkel ab oder zunimmt." 



Sadebeck, Elemente der ebenen Geometrie. — Breslau 
1872, 

p. 4: „Wenn zwei gerade Linien in einem Punkte zu- 
sammentreffen, so bilden sie^einen geradlinigen Winkel. Die 



vorzustellen. Man thnt es auch in der That gar nicht. Der Strahl als 
Ganzes dreht sich und diese Bewegung wird von uns angeschaut, nicht 
die Bewegung der einzelnen Punkte auf dem Strahle. Hierzu müfste 
ausdrücklich ein Funkt auf dem Strahle gegeben sein. Aber selbst in 
diesem Falle scheint es mir schwierig, neben der Allgemeinbewegung 
des Strahles sich die Sonderbewegung des geg. Punktes vorzustellen. 
Es wird das ganz gewifs nur dem Geübteren gelingen. Man versuche 
es nur einmal beide Vorstellungen gleichzeitig anschaulich zu denken. 

^) Der Bichtungsunterschied eine Eigenschaft des Winkels 1 

^ Mufs heifsen: Ebene. 
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Grofse desselben hängt nicht von der Länge, der beiden ge- 
raden Linien, sondern von ihrer gegenseitigen Abweichung 
(Auseinandersperrung) ab. 

Ein geradliniger Winkel ist die Grofse der Abweichung 
zweier in einem Punkte zusammentreffenden geraden Linien." 



Schlegel, System der Raumlehre. — Leipzig 1872. 

p. 35: „Ein von zwei Geraden mit ungleicher Richtung 
eingeschlossener Teil der Ebene heilst Ebenenwinkel." 

„Um die Grofse der Bewegung der Geraden bestimmen 
zu können, ist ein neuer Begriff erforderlich, da diese Be- 
wegung nicht mehr eine Schiebung, sondern eine Drehung ist. 
Wir bezeichnen den Richtungsunterschied der beiden Geraden 
mit dem Namen „Winkel." — Wie die Lagenunterschiede 
durch die Strecke, so werden die Richtungsunterschiede 
durch den Winkel bestimmt. Derselbe hat nur die Eigen- 
schaft der Grofse."^) 

Job, Lehrbuch der Planimetrie. — Dresden 1873. 

p. 9: „Unter einem Winkel versteht man den Grad*) der 
Drehung einer geraden Linie um einen ihrer festen Punkte. 

Da man sich die Drehung weiter oder weniger weit fort- 
gesetzt denken kann, so kann man den Winkel vermehren und 
vermindern, woraus folgt, dafs der Winkel eine Grofse ist. 
Zum Unterschied von den übrigen Gr'öfsen wird der Winkel 
eine Drehungsgröfse genannt." 

„Die unendliche Fläche zwischen den Schenkeln wird 
Winkel räum genannt." 

Nagel, Lehrbuch der ebenen Geometrie. — Ulm 1873, 
p. 2: „Der Winkel ist die Verschiedenheit der Rich- 
tungen zweier geraden Linien, welche in einem Punkte zu- 
sammentreffen." 



^) Man vergleiche meine Ausführungen auf Seite 122. 
^) Dieser Ausdruck stimmt dem Wesen nach mit dem von mir ge- 
wählten „Mafs der Drehung** völlig überein. 
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Spieker, Ebene Geometrie. — Potsdam 1873. 

p. 6: „Die Gröfse des Riclitungsunterschiedes zweier in 
einer Ebene von einem Punkt ausgehender geraden Linien 
heifst Winkel; der Teil der Ebene, welcher zwischen diesen 
beiden bis ins unendliche ausgedehnten Geraden liegt, Win- 
kelraum, Winkelfläche, oder oft auch Winkel schlechthin." 

„Wird eine halb begrenzte gerade Linie in einer Ebene 
um ihren Endpunkt gedreht, d. h. verändert sie stetig ihre 
Richtung, während der Endpunkt festliegt, so beschreibt sie 
einen Winkelraum, und der Winkel, welchen die gedrehte 
Linie mit ihrer anfänglichen Richtung bildet, ist das Mafs 
der Drehung." 

Baltzer, Die Elemente der Mathematik. — Leipzig 1874. 

p. 5: „Eine Ebene wird von zwei auf ihr sich schneidenden 
Geraden in vier Felder geteilt, welche Winkel heifsen." 

Die Eindeutigkeit der Winkel wird dann unter Zuhälfe- 
nähme der Drehung und der Richtung in den Geraden be- 
stimmt. 

p. 7: „Aus der Grofse des von zwei Schenkeln einge- 
schlossenen Winkels beurteilt man die Abweichung der 
Richtung des einen Schenkels von der Richtung des anderen, 
sowie die scheinbare Länge einer in dem Winkel enthal- 
tenen und durch die Schenkel begrenzten Linie, wenn diese 
vom Scheitel aus betrachtet wird." 

In einer Anmerkung wird hinzugefügt: „Die Definitionen 
,Winkel ist die Neigung von zwei Linien gegeneinander" 
(Eukl. I) oder „der Unterschied ihrer Richtungen" oder „die 
Gröfse der Drehung, wodurch der eine in die Richtung der 
andern gebracht wird," machen den Winkel zu einer intensiven 
Gröfse, und stimmen nicht zu den üblichen Redeweisen^) z, B. 
ein Punkt liegt in oder aufser dem Winkel, eine Gerade 



^) Dies ist kein Grund gegen eine Definition. Ist die Definition 
eines Begriffes sonst richtig, so müssen die damit nicht in Überein- 
stimmung stehenden Bedensarten eben geändert werden. So ist z. B. 
von den hier genannten jedenfalls die zweite völlig zn verwerfen, da 
das Dreieck vorzugsweise als Fignr (Liniengebilde), nicht als Feld za 
betrachten ist. 
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schneidet von dem Winkel ein Dreieck ab, u. dergl. Als Aus- 
schnitt der Ebene ist der Winkel von Bertrand (Developpe- 
ment nouveau de la partie elem. des Math. — Geneve 1778 
II p. 6) aufgefafst worden." 



Helmes, Planiometrie. — Hannover 1874. 

p. 14: „Der Unterschied der Richtungen zweiervon 
einem Punkte ausgehender gerader Linien OAy OB, welcher 
Unterschied gebildet und gemessen wird durch die Gröfse 
der Drehung, die man in der Ebene der beiden geraden 
Linien mit der einen um den gemeinschaftlichen Durchscbnitts- 
punkt beider vornehmen mufs, um sie in die Lage oder Richtung 
der anderen zu bringen, heifst der von den beiden geraden 
Linien gebildete Winkel." 

„Winkelfläche ist der Teil der Ebene zwischen den 
Schenkeln." 

Kober, Leitfaden. — Leipzig 1874. 

p. 8: „Die Richtung einer Linie läfst sich stetig ändern 
durch Drehung um einen Punkt in ihr; am anschaulichsten 
verwendet man hierzu einen Strahl, d. h. eine (durch den 
Drehungspunkt) einseitig begrenzte Linie. Durch diese Drehung 
wird die Abweichung der veränderlichen Richtung gegen die 
ursprüngliche, der Richtungsunterschied, stetig ver- 
gröfsert. Dieser Richtungsunterschied, mefsbar gemacht, heilst 
Winkel."^ 

„Als Mafs des Winkels dient die ganze Drehung."^) 



Hub. Müller, Leitfaden der eb. Geometrie. — Leipzig 1874 
p. 2: „Zwei Gerade, welche sich schneiden, teilen die 
Ebene in vier Felder, welche Winkel genannt werden." 

^) D. h. mit anderen Worten, der Winkel ist das Mafs des ßich- 
tungsunterschiedes. 

^) Nicht als Mafs, sondern als Mafseinheit. Besser würde man 
femer sprechen von einer ,,volien ümdrehung*\ Die ganze Drehung ist 
unendlich. Vergleiche Seite 123. 
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^^Ein Winkel wird als Mals ffir den Bicbtangsunterschied 
seiner Schenkel betrachtet oder als Mafs für die Grofse der 
Drehung, welche einer seiner Schenkel (Anfangsschenkel) 
machen mufs, um mit dem andern Schenkel (Endschenkel) zu- 
sammenzufallen/' 

Diesen Sätzen stehen die analogen über die Strecke duaP) 
gegenüber: ,,Zwei Punkte einer Geraden begrenzen ein Stück 
derselben, welches Strecke genannt wird/' 

,,Eine Strecke wird als Mafs für den Abstand ihrer End- 
punkte betrachtet oder als Mafs für den geradlinigen Weg, 
welchen der eine Punkt (Anfangspunkt) zurücklegen mufs, 
um mit dem anderen (Endpunkte im engeren Sinne) zusam- 
menzufallen/^ 



Schlömilch, Geometrie des Mafses. — Leipzig 1874. 

p. 11: „Sind zwei Geraden von verschiedener Richtung 
soweit verlängert, dafs sie in einem Punkte zusammentreffen, 
so entsteht an diesem Punkte ein neues geometrisches Gebild: 
der Winkel. Dieser zeigt an, um vieviel die Richtungen der 
Geraden voneinander abweichen; ein Winkel bestimmt 
also den Unterschied zwischen den Richtungen zweier 
Geraden, welche in einem Punkte zusammentreffen oder von 
letzterem ausgehen/' 

p. 12: „Man kann sich die Entstehung des Winkels noch 
auf eine andere Weise denken, welche zwar von der vorigen 
nicht wesentlich verschieden ist, aber die Einsicht in die Natur 
des Winkels sehr erleichtert.*) Lassen wir nämlich eine Ge- 
rade sich um ihren Anfangspunkt drehen, bis sie in eine 
zweite Lage gelangt ist, so entsteht ebenfalls ein Winkel; 
man kann daher sagen: der Winkel ist bestimmt durch 



^) Dafs das fruchtbare Prinzip des Dualismus schon im Anfangs- 
unterricht mit Erfolg verwertet werden kann, ist auch meine Ansicht. 
Gerade bei Strecke und Winkel erweist es sich als für die Definition 
äufserst vorteilhaft. Man vergleiche meine entsprechenden AasführuDgen 
Seite 121 f. 

*) Worin überhaupt die Natnr des Winkel begründet liegt. 
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die Grofse der Drehung/) welche erfordert wird, um die 
Gerade in die zweite Lage zu bringen.'' 



Wagner, Lehrbuch der ebenen Geometrie. — Hamburg 1874. 
p. 9: „Die Abweichungsgrofse zweier Strahlen heifst ihr 
Winkel." 

Worpitzky, Planimetrie. — Berlin 1874. 
p. 10: „Jede aus zwei geraden Teilen bestehende Linie 
heifst ein Winkel.«^) 

p. 39: „Jedes durch einen Winkel begrenzte Stück einer 
übrigens unbegrenzten Ebene heifst ein Winkelfeld oder aucl 
schlechthin ein Winkel." 



Hablüzel, Lehrbuch der synthetischen Geometrie. — 
Leipzig 1875. 

p. 8: „Ein Winkel wird beschrieben, wenn ein Ab- 
schnitt einer zweiteiligen Geraden in einer Ebene sich um 
ihren (unveränderlichen) Schnittpunkt so weit stetig dreht, 
dafs jener dem andern Abschnitte sich mehr oder weniger 
nähert, ohne mit diesem zu koinzidieren, während jeder andere 
Punkt der konstruktiven (sich bewegenden) Strecke einen 
Bogen durchläuft, welcher die Grofse der Drehung in sich 
schliefst, — mithin ist die Grofse eines Winkels durchaus un- 
abhängig von der Länge seiner Radialen, abhängig dagegen 
von der Richtung, welche dieselben haben.**') 



Kruse, Elemente der Geometrie. — Berlin 1875. 
p. 6: „Wenn zwei Gerade in einem Punkte zusammen- 
treffen, so heifst die Grofse der Drehung der einen Geraden 

*) Und umgekehrt; d. h, im Winkel wird die Grofse der Drehung 
yeranschaalicht, er ist das Mafs für die Drehung. 

*) Man vergleiche: Worpitzky, Über die Grundbegriffe der Geo- 
metrie; Grunerts Archiv, Bd. 66, p. 405 f. 

^) Eine etwas gewundene Erklärung, die aber im wesentlichen das 
Richtige trifft, da sie den richtigen Ausgangspunkt nimmt. 
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um den gemeinsamen Endpunkt und in der Ebene beider Ge- 
raden , durch welche sie in die Lage der anderen Geraden ge- 
langt, ein Winkel beider Geraden." (Nach v. Münchow.) 
Drehungssinn. 

* 

Kroger, Leitfaden f. d. Geometrie -Unterricht. — Ham- 
burg 1876. 

p. 4: „Zwei ungleich laufende Gerade, die von einem Punkte 
ausgehen, haben verschiedene Richtung. Wenn man die Gröfse 
dieser Verschiedenheit beurteilen will, so denke man sich, die 
eine der Geraden drehe sich um den Schnittpunkt so weit, bis 
sie die andere deckt. Die Gröfse einer solchen Drehung 
heifst Winkel." 

• 

Schurig, Elemente der Geometrie. — Plauen 1876. 
p. 4: „Winkel ist der Teil der unendlichen Ebene, welcher 
zwischen zwei von einem Punkte ausgehenden Strahlen liegt." 



Zmurko-Pabian, Lehrbuch der Mathematik. — Lemberg 
1876. 

p. 19: „Die Gröfse der Abweichung einer Geraden von 
der Richtung einer anderen Geraden heifst Winkel."*) 

Es schliefsen sieh Betrachtungen über den Zusammenhang 
mit der Drehung an. 

J. K. Becker, Lehrbuch d. Elem.-Geom. — Berlin 1877. 

p. 14: „Das Gebilde aus zwei in einem gemeinschaftlichen 
Endpunkte zusammentreffenden Strecken OA, OB heifst ein 
Winkel; ... vielmehr betrachtet man den Winkel als unver- 
ändert, wenn man die Schenkel beliebig verlängert. Es kann 
mithin als das zu Vergleichende nur noch der Unterschied in 
der Stellung der Schenkel, d. h. die Gröfse der Drehung 
übrig bleiben, durch welche der eine Schenkel in die Lage des 
andern gebracht werden kann." 



^) Das anbegrenzte Winkelblatt wird hier Sektor genannt und auch 
wohl Sektor mit Winkel identifiziert. „Der Sektor DAC stellt den von 
den Geraden ÄC und AD eingeschlossenen Winkel vor." 
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Besprechung des doppelten Drehungssinnes. 

,;Den Teil der Ebene^ durch welchen man sich den einen 
Schenkel bewegt denkt, damit er in die Lage des anderen 
kommt, bezeichnet man als die Winkelfläche. Die Grofse 
der dazu erforderlichen Drehung betrachtet man als die Grofse 
des Winkels" 

J. K. Becker,^) Die Elemente d. 6eom. auf neuer Grund- 
lage. — Berlin 1877. 

p. 16: ,,Treffen zwei gerade Strecken oder 2 Halbgerade 
in einem Punkte zusammen, so sagt man, sie bilden einen 
Winkel ... Ursprünglich ist wohl unter einem Winkel, wie 
schon daraus hervorgeht, dafs man von seinem Scheitel und 
seinen Schenkeln spricht, nichts anderes verstanden worden, 
als die Figur, welche er darstellt." 

Die Veränderung der Länge der Schenkel hat keinen Ein- 
flufs auf die Grofse des Winkels. „Da aber durch diese Ver- 
änderung der Schenkel die Figur eine andere wird, bleibt als 
Inhalt des Begriffes Winkel nur noch eine von der Länge der 
Schenkel unabhängige Eigenschaft dieser Figur übrig.^^ 

p. 34: „Da man bei der Vergleichung der Winkel von der 
Länge ihrer Schenkel abstrahiert, so bleibt als unterscheidendes 
Merkmal derselben nur noch die Grofse der Drehung übrig, 
die der eine Schenkel in der Ebene um den Scheitel als Mittel- 
punkt ausführen muls, um in die Lage des anderen zu ge- 
langen. Denn nur mit der Grofse dieser Drehung ändert sich 
die Figur des Winkels, wenn die Länge der Schenkel aufser 
Betracht bleibt. Denken wir uns einen Winkel dadurch ent- 
standen, dafs wir uns die beiden Schenkel ursprünglich in 
eine Gerade zusammenfallend vorstellen und dann den einen 
um den Scheitel so in Drehung versetzt, dafs er immer in 
derselben Ebene bleibt, so können wir, was wir an dem Winkel 
noch betrachten, auch als den Drehungsabstand zwischen 
den beiden Schenkeln bezeichnen, und dies macht auch den 
ganzen Inhalt dessen aus, was wir unter einem Winkel ver- 
stehen, wenn wir ihn als selbständige Figur d. h. unabhängig 



^) Anf dieses Zitat möchte ich ganz besonders aufmerksam machen. 
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von dem Teil der Ebene; zu dessen Begrenzung er gehört, 
betrachten." 

Es folgen dann noch Betrachtungen über ganze und halbe 
Umdrehung. 

Behl, Die Darstellung der Planimetrie. — Hildesheim 1877. 

p. 8: ,;Wenn von einem Punkte zwei gerade Linien nach 
verschiedenen Richtungen hin ausgehen^ oder wenn sich zwei 
gerade Linien in einem Punkte treffen, so entsteht ein Winkel." 

;,Der Baum zwischen den Schenkeln heilst der Winkel- 
raum und die Entfernung der beiden Schenkel nennt man die 
Schenkelweite oder die Neigung der Schenkel. Die Gröfse 
eines Winkels wird bedingt durch die Neigung der Schenkel 
zu einander, und zwar ist ein Winkel um so gröfser, je weiter 
die Schenkel voneinander entfernt^) sind und umgekehrt-, von 
der Länge der Schenkel ist die Gröfse des Winkels unab- 
hängig." 

Boymann, Lehrbuch der Mathematik I. Köln u. Neufs 1877. 

p. 6: „Haben zwei Gerade einen Punkt gemeinsam, so 
haben sie verschiedene Richtung; haben beide Geraden 
verschiedene Richtung, so sind sie ungleich laufend, schneiden 
sich verlängert in einem Punkte und bilden an dem Durch- 
schnittspunkt durch ihr Zusammentreffen einen Winkel." 

p. 11: „Ein Winkel entsteht dadurch, dafs zwei gerade 
Linien von einem Punkte nach verschiedener Richtung 
auslaufen. Die Gröfse des Richtungsunterschiedes hierbei 
ist es, was man Winkel nenni 

Unter Winkel versteht man daher die Gröfse der Drehung, 
welche die eine von zwei von einem Punkte ausgehenden Ge- 
raden um den gemeinsamen Punkt hätte machen müssen, um 
aus der Lage der anderen in ihre Lage zu gelangen." 



Gilles, Lehrbuch der ebenen Geometrie. — Heidelberg 
1877. 



^) Ein höchst unklarer Ausdruck. 

Schotten, der planimetr. Unterricht. II. 11 
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p. 10: ;,Alle möglichen Beziehungen zweier sich schnei« 
denden Geraden zu einander werden erhalten, wenn sich eine 
Gerade um einen ihrer Punkte dreht, bis sie in die ursprüng- 
liche Lage zurückkehrt. Bei dieser Drehung verändert sie be- 
ständig ihre Richtung, welche Bichtungsänderung von der 
Gröfse der Drehung abhängt*/' 

,;Der Bichtungsunter schied wird Winkel genannt 



Heinze, Die Elementargeometrie. — Berlin 1877. 
p. 20: Winkel und Bichtungsab weichung werden einfach 
identifiziert; Verfasser braucht immer das zweite Wort. 



Wohlgemuth, Lehrbuch der Geometrie. — Libau 1877. 

p. 3: „Die Abweichung einer Richtung von einer andern 
nennt man den Winkel zwischen diesen beiden Bichtungen/ 

p. 4: „Die Grölse eines Winkels wird abhängig sein von 
der Abweichung der beiden Schenkel.^' 

p. 5: „Wir können den Winkel auch noch in anderer 
Weise erklären: Denken wir eine beliebige Gerade um einen 
ihrer Endpunkte gedreht, so wird sie nach und nach immer 
verschiedene Bichtungen annehmen, und in jeder neuen Lage 
wird sie mit ihrer ersten Lage einen bestimmten Winkel bilden, 
und zwar wird dieser Winkel um so gröfser sein, je weiter 
die Gerade aus ihrer ursprünglichen Bichtung herausgedreht 
ist. Der Winkel ist also hiernach das Mafs für die Grofse 
der Drehung . . .^' 

Polster, Geometrie der Ebene. — Würzburg 1877/78. 
(Progr.) 

p. 15:^) „Jeder von den beiden Ausschnitten, in welche 
eine Ebene durch zwei von demselben Punkte auslaufende 



^) Im Vorwort sagt der Verfasser: „Da ich Euklids Definition 
des Winkels für unfruchtbar halte, so habe ich mich der Definition 
Bertrands angeschlossen, wodurch mit Hülfe der modifizierten Fassung 
des 9. Axioms das 11. Axiom £uklids (oder ein Äquivalent desselben) 
als Axiom entbehrlich, als Theorem streng beweisbar wird." 
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Strahlen geteilt wird, heifst ebener Winkel oder Linien- 
Winkel." 

;,Der Winkel ist das Mafs für die Divergenz seiner Schenkel/' 



Focke und Krafs, Lehrbuch der Geometrie. — Münster 
1878. 

p. 2: ;,Schneiden sich zwei gerade Linien in einem Punkte 
Aj so mufs die eine, um in die Lage der anderen zu kommen, 
eine bestimmte Drehxmg machen. Die Gröfse dieser Drehung 
heifst Winkel." 

Schmitz-Dumont, Die mathematischen Elemente der 
Erkenntnistheorie. — Berlin 1878, '^ 

p. 275: ,,Was die Richtung anbelangt ^ so können zwei 
Richtungen, wie zwei Qualitäten überhaupt, nicht absolut mit 
einander verglichen werden, sondern nur dadurch, dafs sie auf 
eine dritte bezogen xmd das Mafs ihrer Unterschiede von^dieser 
dritten verglichen wird."^ 

„Der einfachste Fall zweier zu vergleichenden Richtungen 
findet statt, wenn zwei Richtungen denselben Ausgangspunkt 
haben. In diesem Falle kann man die, einer von diesen Rich^ 
tungen kontradiktorisch entgegengesetzte, als die dritte feste 
Richtung annehmen, von welcher aus die Richtungs unter- 
schiede zu messen sind.^) Ein Gebilde, dessen Elemente einen 
gemeinsamen Punkt haben, wobei aber die Ausdehnungen un- 
bestimmt bleiben, gleichgültig für die jeweilige Betrachtung, 
nennt man Winkel.*'®) 

Unverzagt,*) Der Winkel etc. — Wiesbaden 1878. 



^) Man vergleiche meine Ansführangen auf Seite 107. 

*) Wozu dieser Umweg, der idem per idem zu erklären Veran- 
lassung giebt. 

') 8o sehr ich sonst in vielen Beziehungen mit dem Verfasser 
übereinstimme, bei dieser Definition scheint er mir in Künstelei ver- 
fallen zu sein und darüber das eigentliche Wesen des zu erklärenden 
Begriffs übersehen zu haben. 

^) Auf dieses Zitat möchte ich besonders hinweisen. 

11* 
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p. 11: ;,Die Definition eines Winkels kann yerschieden ge- 
geben werden. Es kann dieser zweite Eonstruktionsbegriff 
geometrischer Betrachtung — die Strecke als ersten an- 
genommen — aufgefafst werden als das Lagengebilde zweier 
Strahlen^ die von einem Punkte aus gezogen sind^ oder als 
ein Ausschnitt aus einer Ebene. Wie man aber die Strecke 
als Stellendifferenz ihrer Endpunkte behandeln darf; so kann 
man den Winkel als die Richtungsdifferenz seiner Schenkel defi- 
nieren. Wir werden ihn im folgenden vorwiegend als die 
Gröfae der Drehung auffassen, die sein einer Schenkel be- 
schreiben mufs, bis er mit dem andern zusammenföUt. DaTs 
dabei zugleich die kürzeste Drehung gemeint ist, und nicht 
etwa eine konische, mag noch hinzugesetzt werden." 



Junghans, Lehrbuch der ebenen Geometrie. — Berlin 1879. 

p. 4: „Ein Winkel entsteht, wenn zwei gerade Linien von 
demselben Punkte ausgehen." 

„Ein Winkel ist der ebene, nach einer Seite hin un- 
begrenzte Baum zwischen zwei beliebig langen geraden Linien, 
welche von demselben Punkte ausgehen. Er giebt die Gröfse 
der Abweichung an, welche zwischen den Richtungen der 
beiden Geraden stattfindet." 



Korneck, Genetische Behandlung der Planimetrie. — 
Kempen 1879. (Progr. 125.) 

p. 12: „Ein Winkel ist ein Teil der Ebene, welcher von 
zwei Strahlen begrenzt wird, die einen gemeinsamen Anfangs- 
punkt haben." ^) 

Leesekamp, Die Elemente der ebenen Geometrie. — 
Kassel 1879. 

p. 6: „Den Richtungsunterschied zweier Strahlen mit ge- 
meinschaftlichem Strahlenpunkte nennt man einen Winkel." 

^) Einer solchen Definition in einer aasdrücklich als genetisch be- 
zeichneten Planimetrie zu begegnen, ist eigentlich wunderbar. 
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„Ein Winkel kann dadurch entstanden gedacht werden, 
dafs ein Strahl um seinen Strahlenpunkt gedreht wird/' 

,,Der leichteren Vorstellung halber erklärt man auch den 
Winkel als die von den Schenkeln teilweise begrenzte Ebene." 



Mink, Lehrbuch der. Geometrie. — Elberfeld 1879. 

p. 5: „Ein Winkel ist ein Teil einer unbegrenzten Ebene, 
der durch zwei von einem Punkte ausgehenden Geraden un- 
vollständig begrenzt wird." 

„Ein Winkel kann entweder gedacht werden, indem man 
sich vorstellt, der eine von den beiden Schenkeln sei fest- 
liegend und der andere werde von jenem aus durch Drehung 
um den Scheitelpunkt in seine Lage übergeführt. Je weiter, 
diese Drehung fortgesetzt werden mufs, desto gröfser ist der 
Winkel. Es hängt daher die Gröfse eines Winkels nicht von 
der Länge der Schenkel, sondern von dem Mafse der Drehung 
oder von der Entfernung der beiden Schenkel ab." 



Schlegel, Geometrie. — Wolfenbüttel 1879. 

p. 23: „Wenn ein Punkt auf einer Geraden seine Lage 
ändert, so wird die Gröfse der Bewegung durch die von dem 
Punkte zurückgelegte Strecke veranschaulicht und gemessen. — 
Wenn dagegen eine Gerade in einer Ebene sich bewegt, so 
kann die Gröfse der Bewegung nicht durch die Gröfse des 
Flächenstückes bestimmt werden, welches von der Geraden 
beschrieben wird. Denn dieses Plächenstück ist, wie die Ge- 
rade selbst, von unbestimmter (unendlicher) Gröfse.^) — Während 
aber die Gröfse der Verschiebung einer Geraden wenigstens 
durch die von einem ihrer Punkte zurückgelegte Strecke ver- 
anschaulicht oder gemessen werden kann, findet für die Gröfse 
der Drehung einer Geraden nichts ähnliches statt. In ihrer 



^) Meines Erachtens macht das für die Yorstellbarkeit nichts aas. 
Es hätte also wohl gesagt werden können, dafs die Gröfse der Be- 
wegung in dem Flächenstück (besser: Ebenenstück) veranschaulicht 
wird — allerdings nur insofern als man auf die begrenzenden Schenkel 
seine Aufmerksamkeit richtet, nicht auf die wirkliche Gröfse des Stückes : 
vielleicht könnte man von der Breite des Ebenenstückes sprechen. 
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Beurteilung mufs das Auge sich ebenso üben, wie in derjenigen 
der Bewegungsgrofse eines Punktes, wenn nur Anfangs- und 
Endstellung desselben, nicht aber die verbindende Gerade ge- 
geben ist/'^) 

„Die Drehungsgröfse zwischen zwei Geraden heifst ihr 
Winkel/^*) 

(„Anm. Ein Schenkel des Winkels beschreibt bei einer 
Drehung einen Teil der Ebene.*') 

,^benso hat der Winkel (wie die Strecke) eine doppelte 
Bedeutung. Er ist erstens das Mafs für die Drehung einer 
Strecke in einer Ebene, zweitens, insofern man darunter das 
von den Schenkeln eingeschlossene Ebenenstück versteht, ein 
Teil der Ebene selbst."«) 

Schweder, Lehrbuch der Planimetrie. — Riga 1879. 

p. 5: „Gehen von einem Punkte zwei verschiedene Gerade 
aus, so haben sie verschiedene Richtung und bilden einen 
Winkel. Ein Winkel ist die Abweichung der Rich- 
tungen zweier Geraden von einander." 

„Die Gröfse des Winkels ist von der Länge seiner Schenkel 
unabhängig, und es kommt dabei nur auf die Verschiedenheit 
der Richtungen an. Von dieser erhält man am besten eine 
deutliche Vorstellung, wenn man sich den Winkel durch 
Drehung entstanden denkt." 



Henrici und Treutlein, Lehrbuch der Elementar-Geo- 
metrie. — Leipzig 1881. 

p. 10: „Ein zwischen zwei Halbstrahlen eines Punktes 
befindlicher (unvollständig begrenzter) Teil der Ebene heilst 
ein Winkel . . . Der Winkel giebt die Neigung oder den 
Richtungsunterschied der beiden Halbstrahlen an." 

^) Was doch nicht schwer ist. 

') Waniin weicht der Verfasser von der daalen Gegenüberstellnng 
mit der Strecke ab? Dann wäre wohl das Resultat gewonnen worden: 
Die Drehungsgröfse wird gemessen etc. Man beachte die weiteren 
Auseinandersetzungen. 

^) Ich glaube jetzt in meinen Ausführungen auf Seite 121 f. das wahre 
Verhältnis zwischen diesen beiden Bedeutungen klargelegt zu haben, 
indem ich die Vergleichung mit der Strecke konsequent durchführte. 
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,,Ein Winkel kann aufgefafst werden als durch Drehung 
eines Halbstrahles entstanden/^ 



Meng er, Grundlehren der Geometrie. — Wien 1881. 

p. 8: „Die unbegrenzte Ebene wird durch eine Gerade in 
zwei halbbegrenzte Ebenen (Halbebenen) geteilt; zwei parallele 
Gerade begrenzen einen Streifen (ein Band), zwei sich schnei- 
dende Gerade teilen die unbegrenzte Ebene in vier Winkel. 

Ein ebener Winkel ist ein Teil der Ebene, der von zwei 
Strahlen begrenzt wird." 

„Dreht sich ein Strahl um seinen Anfangspunkt, so be- 
schreibt er einen Winkel; man kann sich jeden Winkel durch 
Drehung eines Strahles entstanden denken." 

„Man betrachtet daher den Winkel als ein Mafs des 
Bichtungsunterschiedes zweier Strahlen." 



Milinowski, Die Geometrie. — Leipzig 1881. 

p. 1: „Das Mafs für den Richtungsunterschied zweier Ge- 
raden heifst Winkel." 

„Ein Winkel entsteht auch, wenn eine Gerade sich um 
einen ihrer Punkte dreht; daher ist der Winkel das Mafs für 
die Drehung einer Geraden." 



Petersen, Lehrbuch der elementaren Planimetrie. — 
Kopenhagen 1881. 

p. 9: „Dreht sich eine Gerade um einen ihrer Punkte, 
bis sie wieder in ihre Anfangslage zurückkehrt, so sagt man, 
dafs sie eine ganze Umdrehung gemacht hat; dreht sie sich 
nicht um so viel, so bestimmt man ihre Lage dadurch, dafs 
man angiebt, einen wie grofsen Teil der ganzen Umdrehung 
sie zurückgelegt hat. Man sagt, dafs die Linie einen gewissen 
Winkel mit ihrer ursprünglichen Lage bildet, und der 
Winkel zwischen zwei Geraden ist also der Teil einer 
ganzen Umdrehung, den die eine Gerade zurücklegen 
mufs, um die andere zu decken." 
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Ziegler, Grundrifs der ebenen Geometrie. — Landshut 1881. 
p. 1: yjDurch zwei auf einer Ebene sieb schneidende Ge- 
rade entstehen vier Felder, welche Winkel heilsen." 



Feaux, Lehrbuch der elem. Planimetrie. — Paderborn 1882. 

p. 10: ,,Die gegenseitige Lage zweier Linien führt zu der 
Vorstellung des Winkels. Unter Winkel versteht man nämlich 
den Unterschied der Richtung zweier Geraden." 

Es wird dann die Drehung erwähnt und es ist auch von 
einem Mafs der Drehung die Rede, das durch die Grofse des 
Kreisbogens gegeben sei. 



Heger, Leitfaden für den geometrischen Unterricht. — 
Breslau 1882. 

p. 3: „Zwei in demselben Punkte einseitig begrenzte Ge- 
rade einer Ebene teilen die Ebene in zwei Felder, welche 
Winkel genannt werden." 

„Die Abweichung der Richtungen zweier sich schneidenden 
Geraden wird durch den Winkel gemessen, den die Geraden ein- 
schliefsen; je gröfser dieser Winkel ist, umsomehr sind die 
Richtungen verschieden." 



Kommerell-Fink, Lehrbuch der ebenen Geometrie. — 
Tübingen 1882. 

p. 7: „Zwei Gerade teilen die Ebene in vier Teile, welche 
man Winkelräume oder kurz Winkel nennt; da jede Ge- 
rade eine Richtung bezeichnet, so ist ein Winkel der Rich- 
tungsunterschied zweier Geraden." 



Lös er, Lehrbuch der ebenen Geometrie. — Weinheim 1882. 

p. 11: „Zwei Strahlen, die von demselben Punkte aus- 
gehen, teilen die Ebene, in welcher sie liegen, in zwei Teile. 
Jeder dieser Teile heifst ein Winkel." 

„Man erhält eine Vorstellung von der Gröfse eines Win- 
kels, wenn man sich einen der beiden Schenkel in der Ebene, 
worin er liegt, um den Scheitelpunkt dreht oder stetig gedreht 
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denkt; bis er mit dem andern zusammenfällt; je gröfser die 
Drehung, desto grofser ist der Winkel und umgekehrt." 

J. E. Becker, Die Mathematik als Lehrgegenstand des 
Gymnasiums. — Berlin 1883. 

p. 56: „. . ., so kann der Winkel und der Drehungsabstand 
zwischen seinen Schenkeln, damit zugleich der Ereis und dessen 
Benutzung zur Messung der Winkel angenommen werden." 



Schindler, Die Elemente der Planimetrie. — Berlin 1883. 

p. 14: „Wenn die eine von den beiden sich schnei- 
denden Geraden, durch welche die Ebene bestimmt ist, sich 
um einen ihrer Punkte dreht, so wird die Richtungsverschie- 
denheit zweier von dem festen Drehpunkte ausgehenden Rich- 
tungen durch entsprechende Drehung des Auges etc. wahrge- 



nommen/^ 



„Winkel heifst die Richtungs- Verschiedenheit zweier von 
einem Punkte ausgehenden Richtungen." 

„Der Winkel ist eine Drehungsgröfse." 



Hoch, Lehrbuch der ebenen Geometrie. — Halle 1884. 

p. 10: „Bewegt sich ein Punkt auf einer Geraden, so wird 
die Grölse der Bewegung durch die von dem Punkte zurück- 
gelegte Strecke gemessen. . . . Dreht sich eine Gerade um einen 
in ihr liegenden Punkt, so kann diese Drehung mit den bisher 
bekannten Bestimmungsstücken nicht gemessen werden, es mufs 
deshalb eine neue Gröfse eingeführt werden, welche bestimmt 
ist, Drehungen zu messen." 

„Unter einem Winkel versteht man das Mafs der Drehung 
zwischen zwei Geraden."^) 



^) Völlig unsere Ansicht. Auch Hoch kommt zu diesem Resultat, 
indem er von den Betrachtungen bei der Strecke ausgeht und sie analog 
auf den Winkel überträgt. Ich benutze diese Gelegenheit, um noch 
darauf hinzuweisen, wie bei dieser Betrachtungsweise Strecke und 
Winkel zwar völlig analoge Resultate geben, aber doch insofern gegen- 
überstehen, als die eine ein Gebilde erster Stufe, der andere ein solches 
zweiter Stufe darstellt. Sie sind zugleich die beiden einzigen Elemente 
der geradlinigen Figuren, sodafs sie, wenn man nur noch den Ereis 
hinzunimmt, das gesamte Material der Planimetrie darbieten. 
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„Denkt man sich die beiden Schenkel eines Winkels 
durch Fortbewegung eines Punktes entstanden (und zwar ist 
der Scheitelpunkt dann immer der Anfangspunkt), so giebt ein 
Winkel auch den unterschied der Richtung an, welcher zwischen 
den Bewegungen eines Punktes längs der Schenkel stattfindet^ 



Kamblj; Die Elementar-Mathematik. — Breslau 1884. 

p. 5: Wenn man aus einem Punkte zwei gerade Linien 
(nach verschiedenen Richtungen) zieht, so entsteht ein gerad- 
liniger Winkel. 

Ein geradliniger Winkel ist also der Richtungsunterschied 
(die Abweichung) zweier von einem Punkte ausgehenden ge- 
raden Linien/' 

,,Dreht man den einen Schenkel um den Scheitel, bis er 
in die Richtung des anderen Schenkels fallt, so giebt diese 
Drehung die Gröfse der Abweichung der beiden Schenkel an/' 



6 aufs, Die Hauptsätze etc. L — Bunzlau 1885. 

p. 81: „Jede der beiden Teile, in welche die Ebene durch 
zwei von einem Punkte ausgehende Strahlen zerlegt wird, heilst 
ein Winkel." 

Koppe, Planimetrie. — Essen 1885. 

p. 5: „Wenn man in einer unbegrenzten Ebene von einem 
beliebigen Punkte aus zwei Linien zieht und sich dieselben un- 
begrenzt fortlaufend denkt, so schneiden diese beide Linien 
von der unbegrenzten Ebene ein Stück aus, welches sich nach 
einer Seite hin ins unendliche erstreckt, nach zwei Seiten aber 
durch die Linien begrenzt wird. Man nennt dasselbe einen 
Winkel." 

„Ein Winkel entsteht durch Drohung eines Strahles um 
seinen Ausgangspunkt." 



Recknagel, Ebene Geometrie. — München 1885. 
p. 11: „Beschränkt man die Betrachtung auf zwei von 
einem Punkt ausgehende Strahlen, so ist deutlich, dafs man den 
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einen derselben am ihren gemeinschaftlichen Ausgangspunkt 
drehen kann^ bis er in die Lange des anderen kommt. Die 
Grölse dieser Drehung heifst der Winkel^ den die beiden 
Strahlen mit einander bilden."" 

;,Der zwischen den Schenkeln eines Winkels enthaltene 
unbegrenzte Ausschnitt der Ebene heilst Winkelebene/^ 



StegmanU; Die Grundlehren d. eb. Geometrie. — Kempten 
1886. 

p. 8: ,,Gehen von einem' Punkte zwei Strahlen aus^ so 
heifst die Gröfse der Drehung um den gemeinsamen End- 
punkt ^ durch welche der eine Strahl in die Lage des anderen 
übergeführt wird, Winkel." 

„Der Winkel giebt den Richtungsunterschied zweier 
Strahlen an/' 

F. Fischer, Anfangsgründe der Mathematik. IL — Leipzig 
1887. 

p. 10: „Zwei Strahlen AB und ÄC^ welche von demselben 
Punkte Ä nach verschiedenen Richtungen auslaufen, bilden 
einen Winkel." 

„Der Winkel mifst den Richtungsunterschied zwischen 
seinen beiden Schenkeln." 



Lieber und von Lühmann, Planimetrie. — Berlin 1887. 

p. 4: „Ein Winkel entsteht, wenn man von einem Punkte 
nach verschiedenen Richtungen hin gerade Linien zieht." 

„Durch einen Winkel wird der Richtungsunterschied 
zweier von einem Punkte ausgehenden Geraden gemessen, d. h. 
er giebt an, um wie viel eine Gerade der Richtung nach von 
der anderen abweicht." 



Rausenberger, Die Elementargeometrie. — Leipzig 1887. 

p. 29: „Wir nennen nun ein aus zwei von einem Punkte 

ausgehenden Halbgeraden zusammengesetztes Gebilde, insofern 
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es durch eine Drehung bestimmter Art^) erzeugt ist, einen 
Winkel/^ 

Es wird dann vom Vergleichen und Messen der Winkel 
gesprochen und auf die Analogie mit den Strecken hinge- 
wiesen. 

p. 30: „Bemerkt zu werden verdient, dafs alle Winkel- 
messungen erst nach Einführung der Ebene einen Sinn haben, 
wenn auch das Winkelgebilde selbst von der Ebene unab- 
hängig erscheint;*) denn das Addieren zweier Winkel durch 
Auseinanderlegen hat nur dann einen präzisen Sinn, wenn 
dabei die Winkel in dieselbe Ebene gebracht werden"^) 

Naturgemäfse Einheiten des Messens. 

Seeger, Die Elemente der Geometrie. — Wismar 1887. 

p. 8: „Zwei von einem Punkte auslaufende gerade Linien 
bilden einen Winkel." 

„Einen Winkel kann man sich immer dadurch entstanden 
denken, dafs ein ursprünglich mit dem einen Schenkel zu- 
sammenfallender Halbstrahl sich um den Scheitelpunkt so 
lange gedreht hat, bis er in die Lage des anderen Schenkels 
gelangt ist, und nach der Gr5fse der hierzu erforderlichen 
Drehung hat man die Gröfse des Winkels zu beurteilen/^ 



Wernicke, Die Grundlage der Euklidischen Geometrie. 
— Braunschweig 1887. (Prog. 638.) 

p. 30: ,,Zwei Halbstrahlen, welche in ihren Grenzpunkten 
zusammenstofsen, sollen in ihrer Vereinigung Winkel strahl 
genannt werden.'' 

p. 32: „Da ein Winkelstrahl stets eine Ebene bestimmt, 
so liegt es nahe, den Teil der Ebene, welcher durch den Win- 

^) Nämlich die kürzeste Drehung. 

^) Dann müfsten StreckenmessuDgen erst nach Einführung der 
Geraden Sinn haben und andererseits die Strecke von der Geraden 
unabhängig erscheinen. Es scheint doch, als ob der Zusammenhang 
zwischen Winkel und Ebene nicht genügend klar erfafst sei. 

^) So, wie die Strecken in dieselbe Gerade gelegt werden müssen, 
wenn wir sie addieren wollen. — Die Addition mufs allerdings derartige 
Yotaussetzungen machen, aber nicht die Vergleichung überhaupt. 
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kelstrahl begrenzt wird^ in gewisser Weise auszuzeichnen: 
wir nennen denselben einen Winkel/' 

,;Entsteliung des Winkels durch Drehung eines Schenkels." 



BeeZ; Über Euklidische und Nicht-Euklidische Geometrie. 
— Plauen 1888. 

p. 11: „Nach der Definition der Ebene folgt bei Euklid 
die des Winkels: *Ein geradliniger Winkel ist die Neigung 
zweier Geraden, die in einer Ebene in einem Punkte zusam- 
mentreffen.* Da der Winkel um so kleiner ist, je grofser die 
Neigung, so würde der Begriff Neigung durch einen anderen 
z. B. Abweichung, welche mit dem Winkel ab- und zunimmt, 
zu ersetzen sein. Mit dieser Erklärung ist jedoch der Sprach- 
gebrauch nicht allenthalben im Einklang. Man sagt z. B. ein 
Punkt liegt in einem Winkel, zwei Winkel lassen sich zur 
Deckung bringen, vier rechte Winkel erfüllen die Ebene und 
meint damit etwas Anderes als eine blofse Abweichung zweier 
Geraden.^) Der Ausdruck Winkel hat offenbar eine doppelte 
Bedeutung, zuerst die einer ßaumgröfse, eines Ausschnittes 
aus der Ebene, der durch zwei in einem Punkte zusammen- 
treffende Gerade gebildet wird und zweitens die in einer Lagen- 
beziehung zwischen denselben Geraden, von denen jede durch 
eine gewisse Drehung mit der anderen zur Deckung gebracht 
werden kann. Die Gröfse dieser Abweichung oder Drehung, 
durch welche sie zum Zusammenfallen gebracht werden können, 
wird ebenfalls Winkel genannt. Die Definition des Winkels 
als Unterschied zweier Richtungen ist eine unklare Bezeichnung 
für dieselbe Beziehung."^) 



Feld und Serf, Leitfaden für den geometrischen Unter- 
richt. — Wiesbaden 1888. 

p. 1: „Ein Winkel ist die Richtungs Verschiedenheit^) 
zweier von einem Punkte ausgehenden Geraden." 



^) Man vergleiche das Zitat aus Baltzers Elementen. 
^) Diese letzte Bemerkung ist sehr treffend. 

^) Dafs dan^it d. h. statt Unterschied Verschiedenheit zu setzen, 
nicht viel oder nichts gewonnen ist, habe ich gezeigt. 
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Reidt^ Planimetrie. — Berlin 1888. 

p. 5: „Gehen zwei Gerade (Strahlen) von einem gemein- 
schaftlichen Punkte aus^ so heifst die Gröfse der Drehung 
um diesen Punkt^ welche die eine Gerade machen mufs^ um 
in die Lage der anderen zu gelangen; der Winkel dieser Ge- 
raden. Derselbe giebt die Neigung der beiden Strahlen zu 
einander oder, mit anderen Worten, den Unterschied ihrer 
Richtungen an." 

Rottok, Lehrbuch der Planimetrie. — Leipzig 1888. 

p. 3: ,,Dreht man eine nach einer Seite hin unbegrenzte 
gerade Linie um einen festen Punkt so in einer Ebene, dals 
sie aus einer Richtung in eine andere gelangt, so nennt man 
die Groise der dabei vollbrachten Drehung Winkel." 

„Die Gröfse eines Winkels ist unabhängig von der Länge 
seiner Schenkel, aber abhängig von dem Richtungsunterschiede 
derselben. Den Richtungsunterschied zweier Schenkel nennt 
man auch ihre Neigung zu einander. Ein Winkel ist daher 
auch das Mafs für die Neigung zweier Geraden zu einander.^' 



Spitz, Lehrbuch der ebenen Geometrie. — Leipzig 1888. 

p. 12: „Denkt man sich von zwei zusammenfallenden und 
sich in ihren Anfangspunkten deckenden Strahlen den einen 
um diesen Punkt stets in gleichem Sinne und in einerlei Ebene 
in irgend eine andere Lage gedreht, so nennt man die Gröfse 
der jedesmaligen Drehung den von den beiden Strahlen ge- 
bildeten Winkel." 

Frankenbach, Lehrbuch der Mathematik. L — Liegnitz 
1889. 

p. 10: ;,Nimmt man einen von zwei im Punkte sich 
schneidenden Strahlen OÄ als festliegend an, so kann der zweite 
Strahl OS durch Drehung um den gemeinsamen Endpunkt 
mit OÄ zur Deckung gebracht werden. Der hierbei von dem 
Strahl zurückgelegte Weg heifst Winkel."^) 

^) Man vergleiche, um sich Klarheit zu verschaffen, die betreffen- 
den BetrachtuDgen bei zwei gegebenen Punkten. Man würde wohl auch 
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^^Die Grofse eines Winkels hängt von der Gröfse der 
Drehung^ nicht aber von der Länge der Schenkel ab.^' 

,^Die Schenkel eines Winkels bestimmen zwei verschiedene 
Richtungen; daher kann der Winkel als ein Mafs des Bich- 
tungsunterschiedes zweier Strahlen angesehen werden.^' 



Koch^ Lehrbuch der ebenen Geometrie. — Ravens- 
burg 1889. 

p. 9: „Durch zwei Strahlen, die von einem Punkte aus- 
gehen, wird ein Stück der Ebene abgegrenzt: der Winkel.'^ 

,,Dreht sich ein Strahl um seinen Anfangspunkt von einer 
ersten zu einer zweiten Lage, so durchläuft er einen Winkel.^' 



H. Müller, Über den ersten planimetrischen Unterricht. 
— Berlin 1889 (Progr. 68). 

p. 15: „Ein Winkel ist ein von zwei Strahlen, die von 
einem Punkte ausgehen, begrenzter Teil der unendlichen Ebene." 

„Die Grofse hängt nur davon ab, wie weit sich der zweite 
Schenkel vom ersten bei der Drehung um den gemeinsamen 
Punkt entfernt hai" 

Schräm und Schüssler, Vorschule der Mathematik. — 
Wien 1889. 

p. 125: „Unter dem Winkel zweier Geraden, die von 
einem Punkte ausgehen, versteht man die Grofse der Drehung 
um diesen Punkt, durch welchen die eine Gerade in die Lage 
der andern gelangt.^^ 

„Der durch die Drehung des einen Schenkels beschriebene 
Teil der Ebene heifst das Winkelblatt des Winkels/' 

„Durch den Winkel wird der Richtungsunterschied zweier 
Geraden näher bestimmt 



dort nicht sagen, der Weg, den der eine Punkt zurücklegt, heifst 
Strecke, sondern, der Weg kommt in der Strecke zur Anschauung, wird 
durch die Strecke gemessen. Danach ist der Ausdruck auch hier zu 
modifizieren. 
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Uth, Leitfaden der Planimetrie. — Kassel 1889, 
p. 4: yjDer Bichtungsunterscliied zweier Strahlen mit dem- 
selben Anfangspunkte, gemessen/) heifst der Winkel, welchen 
die Strahlen miteinander bilden/' ,fieT von den Schenkeln 
des Winkels begrenzte Teil der Ebene heilst Winkelfläche 
(Winkelfeld)." 

Haller von Hallerstein, Lehrbuch der Elementar- 
Mathematik. — Berlin 1890. 

p. 5: „Dreht sich ein Strahl um seinen Endpunkt Paus 
seiner ursprünglichen Lage PÄ^ so sagt man, der Strahl be- 
schreibe einen Winkel; wenn er sich z. B. bis in die Lage 
PB gedreht hat, so hat er den Winkel ÄPB beschrieben. 
Dieser Winkel ist um so gröfser, je weiter sich PÄ um P 
gedreht hai Daher ist der Winkel das Mafs für die 
Drehung eines Strahles um seinen Endpunkt, d. h. er 
giebt die Gröfse der Drehung an, welche ein Strahl ausführen 
mufs, um in die Lage eines andern zu gelangen.^' 



Martus, Raumlehre L — Bielefeld 1890. 

p. 10: „Zieht man von einem Punkte aus zwei gerade 
Linien nach verschiedenen Eichtungen, so entsteht ein Winkel." 

„Von der Verschiedenheit der Richtung des zweiten Schenkels 
gegen die des ersten hängt die Gröfse des Winkels ab/' 

„Ein Zirkel, den man immer weiter öffnet, zeigt uns das 
Wachsen des Winkels mit zunehmender Richtungsänderang/' 



Mo r off. Das Winkelfeld. — Hof 1890. (Progr.) 
Der Verfasser ist zu seiner Arbeit durch die Winkelartikel 
im 20. Jahrgänge der Hoffmannschen Zeitschrift angeregt 
worden. Den vom Verfasser des vorliegenden Werkes her- 



^) Womit oder wodurch? Wie ist ea zu erklären, dafs etwas, wenn 
es gemessen wird — wobei es doch weder sein Wesen noch sonst irgend 
etwas ändert — , einen neuen Namen erhält? Denn nur darum würde 
es sich nach dieser Erklärung handeln. Was hätte es andererseits aber 
auch für einen Zweck, den Namen zu wechseln? 
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rührenden charakterisiert er mit der liebenswürdigen Wendung: 
„Und was ist es wieder für eine unglückliche, unselige Hand, 
welche die Frage einfädelt/'^) 

p. 10: „TreflFen sich die Geraden, schneiden sie sich, und 
zerfallen dabei in Halbgerade, so zerlegen sie im Verein die 
Ebene in vier völlig gesonderte Felder, in Winkel.- Die 
Ausdehnung eines Winkels ist unendlich grofs und dabei ver- 
gleichbar mit der eines andern oder einer Halbebene beziehungs- 
weise der ganzen Ebene." 

Der Verfasser übersieht bei seinen Angriffen auf die 
Meinungen andrer, dafs es sich bei seiner Auffassung nicht 
um das einfache Unendliche handelt, sondern darum, dafs 
sich für cx) : oo ein bestimmter endlicher Wert angeben läfst. 
Ob aber derartige Betrachtungen für Schüler geeignet sind, 
dürfte billig bezweifelt werden. Hiermit sind auch des Ver- 
fassers gegen mich gerichteten Worte auf Seite 5 als hinfällig 
gekennzeichnet. So ganz ohne Überlegung, wie Hr. Moroff 
annimmt, pflege ich nicht zu arbeiten.^) 



Herm. Müller-Zwerger, Geometrie. — München 1890. 

p. 3: „Unter einem Winkel versteht man das Mafs der 
stetigen Drehung, durch welche der eine von zwei sich 
schneidenden Strahlen in die Lage des andern gebracht wird.'* 
„Mafseinheit ist die volle Drehung.** 



Noack, Leitfaden der Elementar- Mathematik. — Berlin 
1890. 

p. 48: „Das Stück der Ebene, welches durch zwei vom 
nämlichen Punkte ausschneidende Strahlen unvollständig be- 
grenzt wird, heifst ein Winkel." 



Raschig, Erkenntnistheoretische Einleitung in die Geo- 
metrie. — Schneeberg 1890 (Progr. 537). 

^) Ich habe weiter oben (Seite 112) Gelegenheit genommen, eine 
Besprechung der Moroff sehen Abhandlung zu zitieren, deren Verfasser 
trotz dieser Worte sich für meine Definition ausspricht resp. dieselbe 
der Morof fachen vorzieht. 

*) Man vergleiche auch meine Ausführungen auf Seite 112 u. 113. 

Schotten, der planimetr. Unterricht. II. 12 
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p. 32: „An die voi'ätehenden Axiome (Gerade, S, 28) wird 
nun in einer Anzahl neuerer und einigen älteren Arbeiten auf 
diesem Gebiete bereits eine Definition des Winkels ange- 
schlossen, insbesondere eine Eongruenzbedingung für Winkel 
ausgesprochen und — etwa unter ausdrücklicher Verwahrung 
dagegen, dafs man sich zwischen den Seiten etwas wie eine 
Fläche ausgespannt denke — das Axiom von der Geraden und 
Ebene abgeleitete^ 

Es werden dann Becker und Frischauf zitiert und ein- 
gewendet, „dafs aber mit der Starrheit und Festigkeit der 
Linien noch nicht die Starrheit und Festigkeit des Winkels 
als eines Raumgebildes gegeben, wenn nicht noch ein die 
Grofse des Winkels bestimmendes Element hinzukommt. Dies 
kann zunächst nicht das übliche Winkelmafs sein, weil die 
Definition des Winkels, sowohl als Ausschnitt bez. als Teil der 
Ebene, welches die ursprüngliche, als auch als Drehungsgröfse, 
welches nur die aus jener durch das wissenschaftliche Be- 
dürfnis hervorgegangene erweiterte Auffassung sein dürfte, 
beidemal der Ebene als Grundlage bedarf. So ist allein 
Baltzers Einwand gegen die oben erwähnte Darstellung zu 
verstehen, denn er sagt ausdrücklich, dafs man Winkel nicht 
vergleichen könne, bevor die Kongruenz ihrer Ebenen fest- 
gesetzt ist. Dies darf nicht ohne Einschränkung gesagt 
werden; richtig ist aber: Es kann der Winkel als eine 
selbständige Gröfse nicht definiert werden vor der 
Definition der Ebene."^) 

„Hiermit wird dem Rechnung getragen, dafs er indirekt 
definiert werden kann und dies zunächst durch ein Strecken- 
dreieck, in dem er eine gegen jene Strecken bestimmte Lage 
hat; die Bezeichnung „Winkel'^ wird hiermit streng genommen 
entbehrlich.'* 

,,Somit richtet sich unser Einwand . . . gegen diejenige 



^) Wie die Yorstellang der Strecke erst sekundär sich zu der- 
jenigen der unendlichen Geraden erweitert, so dürfte wohl analog der 
Winkel als erzeugendes Element der Ebene anfgefäfst werden können — 
unbeschadet der Auffassung von Gerade und Ebene als apriorischer Ge- 
bilde. Es handelt sich hier um verschiedene Gesichtspunkte, von denen 
man ausgeht. 
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Darstellung der Elemente^ welche eine vorausgehende Defi- 
nition des Winkels als einer selbständigen Grofse für not- 
wendig und möglich erachtet." 



Rose, Elementargeometrie. — Wismar 1890. 

p. 2: „Zwei verschieden gerichtete Geraden in der Ebene 
haben bei gehöriger Verlängerung einen Punkt gemein, d. h. 
sie schneiden einander. Den Unterschied in den Richtungen 
zweier üngleichlaufenden in der Ebene nennen wir Winkel." 

„Wenn eine gerade Linie in der Ebene sich so fort- 
bewegt, dafs ein Punkt derselben in Ruhe bleibt, so hat diese 
Linie in jeder neuen Lage eine andere Richtung als in der 
ursprünglichen, und der Winkel wird immer gröfser, je weiter 
man die Drehung fortsetzt." 



Scholim, Lehrbuch der Geometrie. — Ereuzburg O.-S. 
1890. 

p. 7: „Wir haben gesehen, dafs man zwei Strahlen, 
welche von demselben Punkte ausgehen, durch Drehung zur 
Deckung bringen kann. Diese Drehung wird um so gröfser 
sein müssen, je weiter die beiden Strahlen ursprünglich von 
einander abgedreht waren. Diese Abdrehuug nennt man den 
Winkel der beiden Strahlen" 



Simon, Die Elemente der Geometrie. — Strafsburg 1890. 

p. 2: „Zwei sich schneidende Geraden teilen ihre Ebene 
in vier Teile, Winkel genannt. Jeder von ihnen ist das 
Stück der Ebene zwischen zwei Strahlen, welche vom selben 
Punkte ausgehen." 

p. 48: „Von den verschiedenen Erklärungen des Winkels 
ist diese die einzige, welche gestattet sich den Winkel als 
aus gleichartigen Teilen zusammengesetzt d. h. also als Grofse 
zu denken. Die Erklärung ,Winkel ist der Richtungsunter- 
schied zweier Geraden' hat den Fehler, dafs sie von einem 
Unterschiede spricht, ohne die Gleichheit zu definieren, und 
die Gleichheit kann nur mittelst des Parallelenaxioms definiert 
werden, bezw. müssen Linien als gleichgerichtet angesehen 

12* 
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werden^ wenn ihr Abstand unveränderlich ist; es ist auch nur 
schwer oder gar nicht verständlich, wie man einen Richtungs- 
nnterschied teilen kann.^) Richtung ist im gewöhnlichen 
Sinne nichts anderes als Greradlinigkeit^ und die Erklärung 
lautet übersetzt: ^Zwei sich schneidende Gerade sind zwei 
verschiedene Gerade/ wo sie dann zwar sehr richtig, aber 
doch wenig fruchtbar ist. Die schlechteste Erklärung ist 
wohl den Winkel als Drehungsgröfse zu definieren. Diese 
kehrt unlogischer Weise die Beziehung um; gleiche Drehungen 
können nur durch die Gleichheit der Winkel oder Bogen er- 
kannt werden, aber nicht umgekehrt;^) sonst müfste man auch 
noch die Zeit zur Hülfe nehmen und sagen: Drehungen sind 
gleich, wenn sie bei gleichförmiger Bewegung in gleichen 
Zeiten ausgeführt werden, und bei der Definition der gleich- 
förmigen Bewegung müfste man doch wieder auf die Gleich- 
heit der Winkel oder Bogen zurückkommen. Was den Ein- 
wurf betrifft, dafs die hier gegebene Erklärung dem Schüler 
das Unendliche zumutet, so bemerke ich, dafs es sich nur um 
das Unendliche im Werden handelt und der Quartaner die 
Schwierigkeit, dafs das Unendliche im Werden ein Unendliches 
im Sein voraussetzt, durchaus nicht wahrnimmt; er geht über 
den Begriff des Unendlichen weg, wie der Reiter über den 
Bodensee."^) 

E. Fischer, Die Geometrie. — Berlin 1891. 

p. 3: „Gehen von einem Punkte zwei Gerade aus, so wird 



^) Diese Bemerkang ist sehr treffend. 

*) p. 2: ,|Ein Winkel kann wiedererzengt werden dadurch, dafs 
der eine Schenkel oder Strahl sich in der Ebene um den Scheitel dreht, 
bis er in die Lage des andern kommt. Der Winkel dient zugleich als 
Mafs für die Drehungsgröfse." 

^) An andererstelle äufsert sich Simon: ,,Die allgemeinen Grund- 
begriffe: Körper, etc., wie die besonderen: Punkt, Gerade, Ebene (Ab- 
stand, Richtung, Winkel) sind Grenzbegriffe, welche sich im Laufe 
der Jahrtausende ans der sinnlichen Erfahrung entwickelt haben." 

„Der Grundbegriff Winkel wird am einwand&eiesten erklärt als 
Stück der Ebene zwischen zwei Strahlen, die von demselben Punkte 
ausgehen, d. h. also Grenze des Kreissektors bei über jedes Mafs 
wachsendem Radius/* 
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der Unterschied ihrer Richtungen als der Winkel bezeichnet, 
welchen sie mit einander bilden/^ 

Auch auf die Drehung wird eingegangen, wobei eine dritte 
die Schenkel schneidende Gerade zu Hülfe genommen wird. 



Hocevar, Lehrbuch der Greometrie. — Wien 1891. 

p. 6: „Ein Winkel ist jener Teil der Ebene, welcher 
zwischen zwei von einem Punkte ausgehenden Halbstrahlen 
liegt/' 

Hell, Lehrbuch der Geometrie. — Stuttgart 1891. 

p. 14: „Wenn zwei gerade Linien (Strahlen) von einem 
Punkte in verschiedener Richtung ausgehen, so sagt man, sie 
seien gegen einander geneigt und sie bilden einen Winkel." 

„Ein Winkel ist der Richtungsunterschied (oder die Neigung) 
zweier Linien, die von einem Punkte ausgehen." 

„Die Grofse des Winkels hängt nicht von der Länge 
der Schenkel, sondern von der Richtung derselben (ihrer 
Neigung, Öfifhung) ab und wird bestimmt durch die Grofse 
des Bogens, welcher um den Scheitel als Mittelpunkt zwischen 
den Schenkeln beschrieben wird. Die Zahl der Grade etc. des 
Bogens ist zugleich Mafszahl für den Winkel, der dieselbe 
Anzahl von Graden etc. hat. Es ist hierbei gleichgültig, ob 
eine gröfsere oder kleinere ZirkelöfBiung angewendet wird, da 
die in den Winkelraum fallenden Bogen immer gleich viele 
Grade haben." 

H. Müller, Die Elementar-Planimetrie. — Berlin 1891. 

p. 14: „Durch die Drehung eines Strahles um seinen 
Ausgangspunkt entsteht noch ein ebenes Gebilde. Ist PA 
die ursprüngliche Lage des Strahles und PB eine zweite, 
während der Bewegung eingenommene Lage, so wird durch 
die beiden Sirahlen PA und PB die Ebene in zwei von ein- 
ander getrennte Gebilde geteilt. Jeder dieser beiden Teile 
wird Winkel genannt." 

„Erklärung. Ein Winkel ist ein Teil der Ebene, der 
durch zwei von einem Punkte ausgehende Strahlen begrenzt wird." 
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,;Da die ScheDkel (die bestimmenden Strahlen) unbegrenzt 
sind, so ist jeder Winkel ein unbegrenzt groikes Flächen- 
stück; es ist deshalb nicht möglich^ die wirkliche Grofse eines 
Winkels auszumessen/' 

Dagegen ist Vergleichung von Winkeln mittelst Drehung 
möglich. 

,yWenn auch die wirkliche Grofse eines Winkels nicht 
bestimmt werden kann, so ist es doch möglich, auszumessen, 
welchen Teil der Ebene er beträgt,"^) 



Rofsmanith, Die Elemente der Geometrie. — Wien 1891. 

p. 17: ,,Dreht man einen Halbstrahl SÄ um seinen End- 
punkt S, so schliefst er in jeder seiner weiteren Lagen mit 
der Anfangslage einen Winkel ein. Derselbe wird um so 
gröfser, je weiter die Drehung fortgesetzt wird." 

„Der Winkel zweier Halbstrahlen, welche von einem 
Punkte ausgehen, kann somit als die Grofse der Drehung be- 
trachtet werden, welche erforderlich ist, um den einen derselben 
in die Lage des andern zu bringen." 



V. Schmidt, Euklids 11. Axiom. — Moskau 1891. 

p. 16: „Zwei gerade Linien, die sich schneiden, haben 
nicht dieselbe, sondern verschiedene Richtung, was 
schon daraus hervorgeht, dafs sie zu ihrer Konstruktion, weil 
sie nicht zusammenfallen, zwei Ausdehnungen nötig haben. 
Der gröfsere oder geringere unterschied ihrer Richtung 
gegen einander heifst Neigung oder Winkel." 



Fenkner, Ebene Geometrie. — Braunschweig 1892. 

p. 6: „Gehen von einem gemeinschaftlichen Punkte zwei 
Halbstrahlen aus, so heilst die Grofse der Drehung, welche 
einer der Halbstrahlen machen mufs, um in die Lage des 
andern zu kommen, der von den Halbstrahlen gebildete Winkel/ 



^) Höchst bedenkliche Erklärungen, besonders in einem Schulbuch. 
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Hercher, Lehrbuch der Geometrie. — Leipzig 1893. 

p. 5: ,;Man vergleicht zwei sich schueidende Gerade 
hinsichtlich ihrer Richtung, indem man die eine soweit 
um den Durchschnittspunkt dreht, bis sie mit der andern 
zusammenfallt. Die Drehung, welche eine Gerade machen 
mufs, um in die Lage einer andern zu kommen, ist das Mafs 
für den Richtungsunterschied der beiden Geraden. Der Rich- 
tungsunterschied von zwei sich schneidenden Geraden heilst 
der Winkel der beiden Geraden/' 



III. Kapitel. 

Die Lelire vom Farallelismus. 

Wer es heutzutage unternimmt, zur Parallelenfrage das 
Wort zu ergreifen, der mufs es in dem Bewufstsein thun, dafs 
es unmöglich ist, neues Material zur Losung des Problems 
herbeizuschaffen. Aber der Zweck des vorliegenden Werkes 
setzt den Verfasser in die glückliche Lage, die Behandlung 
von einem andern, gewissermafsen neutralen Standpunkte aus 
in Angriff zu nehmen; es gilt ja nicht eine neue Darstellung, 
einen neuen „Versuch*', wie deren so mannigfache vorliegen; 
es gilt das Vorhandene zu zergliedern, zu gruppieren und da- 
durch zu klarer Erkenntnis zu bringen, es gilt das reichlich 
vorhandene Material kritisch zu beleuchten und auf diese Weise 
einen gesicherten Stand gegenüber der Frage zu gewinnen, es 
gilt vor allem zu untersuchen, welche Behandlung der Paral- 
lelenlehre für die Schule sich als die beste ergeben dürfte. 

Im 47. Bande von Grunerts Archiv (1867) stellt sich 
der Herausgeber eine ähnliche Aufgabe, wie sie uns hier vor- 
liegt. Er beginnt seine Abhandlung „üeber den neuesten 
Stand der Frage von der Theorie der Parallelen" mit den 
Worten (p, 307): „Seit den Zeiten des Euklides hat die 
Frage von der Theorie der Parallelen die Geometer, wenn 
auch teilweise mit längeren Unterbrechungen, doch immer 
wieder von Neuem lebhaft beschäftigt, viele Abhandlungen 
sind verfafst worden^ in denen man diese Versuche ge- 
sammelt und einer eingehenden Kritik unterworfen hat. Schon 
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in einer im Jahre 1763 erschienenen verdienstlichen Schrift 
von ElügeP) sind achtundzwanzig mehr oder weniger von 
einander verschiedene Parallelentheorien gesammelt und be- 
urteilt worden, und wer wollte alle die übrigen in den ver- 
schiedensten Sprachen und Ländern erschienenen Schriften 
ähnlicher Art aufzählen, die in den seit jener Zeit verflossenen 
himdert Jahren verfafst worden sind/* 

In der That, das vorliegende Material ist ein ungeheures! 
Hier Vollständigkeit auch nur einigermafsen zu bieten, würde 
ein Studium für sich allein bedingen, nun gar, wenn man das 
Neueste, was hierher gehört, mit in die Frage hineinziehen 
wollte. Und doch, ganz läfst es sich nicht vermeiden, und 
wir werden hier und da genötigt sein, diese neuesten Unter- 
suchungen wenigstens zu streifen, bei welcher Gelegenheit zur 
Vervollständigung auf die wichtigsten litterarischen Erschei- 
nungen dieser Art hingewiesen werden wird. 

Schon im § 3 des ersten Kapitels wurde bei der Be- 
trachtung der Lagen zweier Geraden das hier zu behandelnde 
Thema berührt: als ersten Fall zweier Geraden nahmen wir 
den, dafs die beiden Geraden keinen Punkt gemeinsam hatten 
und setzten fest, dafs solche Gerade Parallelen genannt würden. 

Hier wollen wir einen andern Ausgangspunkt für unsere 
Untersuchungen wählen, indem wir zuerst von einem allge- 
meineren Gesichtspunkte ausgehen und eine Definition eines 
allgemeinen Begriffs des Parallelismus versuchen. So viel 
ist wohl von vornherein klar, dafs wir Parallelismus auch 
im allgemeinern Sinne auf Flächen und Linien einzuschränken 
haben, von parallelen Körpern zu sprechen würde widersinnig 
erscheinen. 

Es fragt sich nun, wovon wir bei diesen allgemeinen Be- 
trachtungen auszugehen haben, resp. welche Idee wir zu Grunde 
legen müssen. Offenbar kommen zwei der gebräuchlichsten 



^) Zu meinem Bedauern habe ich die Schrift selbst nicht einsehen 
können. Bei dem Mangel jeglicher öffentlichen Bibliothek an hiesigem 
Orte und bei den Weitläufigkeiten, die beim Verkehr mit auswärtigen 
Bibliotheken erwachsen, war es mir nicht mehr möglich, die genannte 
Schrift selbst zu benutzen. 
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Definitionen für parallele Gerade sofort auüser Berücksich- 
tigung: weder können wir das Nichtgemeinsamhaben von 
Punkten als entscheidendes Merkmal benutzen^) noch die 
Definition von der „gleichen Richtung*' her ableiten. Das erstere 
würde die wirkliche Parallelität nur als einen Spezialfall ent- 
halten, die zweite Erklärung keinen Sinn haben, wenn nicht 
schon die Definition paralleler Geraden vorangegangen wäre. 
Es würde also als das einzig Brauchbare für den allgemeineren 
Begriff des Parallelismus von Flächen und Linien nur übrig 
bleiben das Merkmal des konstantem Abstandes. Nach viel- 
fältiger Erwägung und Prüfung scheint mir die folgende De- 
finition einwandsfrei zu sein: Liegen zwei Raumgebilde 
— Flächen resp. Linien^) — so, dafs je zwei gegen- 
seitige Nachbarpunkte konstanten Abstand von ein- 
ander haben, so heifsen die beiden Gebilde parallel.^) 
Die Prüfung an besondern Fällen hat mir wenigstens 
keinen widersprechenden Fall ergeben. Nehmen wir z. B. eine 
Ebene und eine Gerade, so ist die Richtigkeit der Definition 
anschaulich evident, es leuchtet aber auch ein, dafs wir aus- 
drücklich von „gegenseitigen Nachbarpunkten" sprechen müssen. 
Nimmt man nämlich einen beliebigen Punkt in der Ebene an 
und denkt sich den zugehörigen Nachbarpunkt auf der Geraden, 
so ist natürlich nicht vice versa auch der beliebig gewählte 
Punkt der Ebene notwendig der Nachbarpunkt des betreffenden 
Punktes auf der Geraden: zu jedem Punkte der Ebene gehört 
ein ganz bestimmter Nachbarpunkt auf der Geraden, aber es 



^) Ja selbst für Gerade gilt diese Defimtion ja nur in der Ebene, 
nicht allgemein im Räume. 

') Und zwar sowohl Fläche und Fläche, als Fläche und Linie, als 
Linie und Linie. 

^ Magnus giebt in seiner „Sammlung von Aufgaben und Lehr- 
sätzen aus der analytischen Geometrie^S Berlin 1883, p. 427, folgende 
Definition: „Einer Kurve BGB ist eine andere Kurve B' C D' parallel, 
wenn diejenigen Stücke BB\ CC, DD' u. s. w. der an jener Kurve ge- 
zognen Normalen, welche zwischen beiden Kurven liegen, sämtlich ein- 
ander gleich sind/* Daran schliefst sich die Entwickelung einer Reihe 
interessanter Sätze, die das Wesen der parallelen Kurven völlig zur 
Klarheit bringen. — Mir scheint die Definition mit der meinigen im 
wesentlichen identisch. 
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giebt unzählig viele Punkte auf der Ebene^ die denselben Punkt 
der Geraden zum Nachbarpunkt haben — und zwar ist der 
Träger dieser Punktreihe eine Gerade — ; dagegen zu jedem 
Punkte der Geraden giebt es nur einen Nachbarpunkt auf 
der Ebene und jedem einzelnen Punkte der Geraden entspricht 
ein ganz bestimmter Punkt der Ebene als Nachbarpunkt. Es 
giebt nicht mehrere Punkte auf der Geraden — wie vorher in 
der Ebene — , die denselben Punkt der Ebene zum Nachbar- 
punkt hätten. Diese beiden letzteren, eindeutig bestimmten 
zugehörigen Nachbarpunkte sind diejenigen, die als ,;gegen- 
seitige Nachbarpunkte" bezeichnet worden sind. Die Richtig- 
keit der aufgestellten Definition ist in dem gewählten Beispiel 
anschaulich evident. Es wird übrigens nicht überflüssig sein, 
darauf hinzuweisen, dafs nach unserer Definition zwei beliebige 
ebene Kurven, deren Ebenen zu einander parallel sind, deshalb 
noch nicht selbst parallel zu sein brauchen, was mit dem ge- 
wöhnlichen Sprachgebrauch übereinstimmt.^) 

Als andres Beispiel sei erwähnt: 

Konzentrische Kugelschalen fallen unter unsre Definition 
und sind demnach als parallel zu bezeichnen. 

Gehen wir nun ohne weiteres zu den Linien über, so 
können wir unsere Untersuchungen unter drei Gesichtspunkten 
anfassen, wir können nämlich betrachten zwei Linien 

1) im Räume, 

2) auf Flächen, a. verschiedenen, b. derselben, 

3) speziell, a. in zwei Ebenen oder b. in ein und der- 
selben Ebene. 

Bei der Erörterung dieser verschiednen möglichen Fälle ^) 
würden z. B. unter 2) b. die Parallelkreise auf der Kugel zu 
besprechen sein oder auf einem Zylinder oder einem Kegel. 
Der wichtigste Fall ist natürlich 3) b., da wir uns hier 



^) Überhaupt wird sich ergeben, dafs Parallelsein im Sinne uusrer 
Erklärung nur yorkommen kann bei gleichartigen Raumgebilden 
derselben Stufe, mit alleiniger Ausnahme davon, dafs Gerade und 
Ebene parallel sein können. 

^) Hierbei ist wohl su beachten, dafs auch schon bei der Erörterang 
des Falles 1) die spezielle Annahme, dafs die beiden Linien Geraden 
sind, in Betracht gezogen werden mufs. 
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unserm eigentlichen Ziele schon wesentlich nähern. Ein 
hierhergehörendes Beispiel würden zwei konzentrische Kreise 
sein. Schliefslich wäre die Untersuchung auf Geraden zu 
spezialisieren und hier ebenfalls wieder wie vorhin die ver- 
schiedenen Möglichkeiten in Erwägung zu ziehen.^) Als 
speziellster Fall ergäbe sich zum Schlufs derjenige unsrer 
gewohnlichen Parallelen. 

Es ist natürlich, dafs eine solche allgemeine Betrachtung 
nicht in die Schule gehört, wenigstens nicht in den Anfang 
des planimetrischen Unterrichts, da wo zuerst von Parallelen 
die Rede ist. Mir schien es aber von Wichtigkeit, durch 
diese Verallgemeinerung den wesentlichen Kern herauszuschälen, 
das eigentlich charakteristische Merkmal für den Parallelismus 
darzulegen.*) Wer den vorliegenden Erörterungen 'einige Be- 
deutung beilegt, wird mit uns zu dem Resultat kommen, dafs 
die Konstanz des Abstandes als das wesentliche Merkmal des 
Parallelismus aufzufassen ist^ und dafs deshalb die Definition 
hierauf sich zu stützen hat. Von methodischer Seite steht 
dem auch nicht das geringste im Wege. 

Wenn man die verschiedensten Werke auf ihre Definition 
der Parallelen — und die daraus resultierende Behandlung der 
Paralleleniehre — ansieht (die beigefügten Zitate werden dem 
Leser die Möglichkeit hierzu gewähren), so zeigen sich im 
wesentlichen drei Arten der Auffassung: 

^) Selbstverständlich können dann im Fall 2) nur Regelflächen in 
Betracht kommen. Hier ist es nun interessant, dafs bei 2) b. die Existenz 
solcher Geraden zur Unmöglichkeit werden kann, die bei 2) a. vor- 
kommen. 

*) Die Berechtigung zu einer derartigen Verallgemeinerung liegt 
meines Erachtens darin, dafs man eine teilweise Verallgemeinerung 
schon in den Parallelkreisen einer Kugel ganz allgemein als richtig an- 
erkannt hat. Auch in diesem Beispiele ist übrigens die Eonstanz des 
Abstandes der Nachbarpunkte — mag man den Abstand im absoluten 
Sinne räumlich auffassen oder in eingeschränktem Sinne Abstand auf 
der Segelfläche — das wesentliche Merkmal. Kreise, die keinen Punkt 
gemeinsam haben, giebt es auf der Kugel, ohne dafs sie deshalb parallel 
zu sein brauchen, und die Verwendung des Begriffs der Richtung würde 
doch zu weitläufigen und nicht ganz leichten Erörterungen führen. Man 
TergL den weiter unten näher zu besprechenden Aufsatz in Grunerts 
Archiv XV, p. 361. 
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1) Die Geraden haben keinen Punkt gemeinsam; hierbei 
sind zugleich diejenigen Definitionen zu erörtern, die das 
Nichtschneiden zu Grunde legen oder die Geraden sich im Un- 
endlichen schneiden lassen. Die letztere Erklärungsweise führt 
uns hinüber zu 

2) Die Geraden haben ^^gleiche Richtung^' oder y^gleicbe 
Richtungen^, wozu auch diejenigen Erklärungen geboren, die 
eine Transversale und die Gleichheit der Schnittwinkel zu 
Hülfe nehmen. 

3) Die Geraden haben konstanten Abstand, eine Erkläruog, 
die viel Verwandtes mit No. 1 hat, zu ihr wieder zurückführt 
und so den Zirkel der Erklärungen schliefst. 

Des Weiteren ist dann der Versuch zu besprechen, die 
Parallele als den geometrischen Ort zu erklären aller Punkte, 
die von einer Geraden gleichen Abstand haben. 

Daran wird sich schliefslich die Besprechung der Versache 
anreihen, das Problem dadurch zu losen, dafs andere gleich- 
wertige an seiner Stelle erörtert werden, wie z. B. die Winkel- 
summe im Dreieck beträgt zwei Rechte. 

Da die Zitate auch bei diesem Kapitel historisch geordnet 
sind, so ist dadurch die Möglichkeit geboten, einen Überblick 
über die historische Entwicklung zu gewinnen und zu er- 
kennen, welche der Erklärungen zeitweilig die Herrschaft ge- 
habt hat.O 

Die drei hauptsächlich von einander verschiedenen Defini- 
tionen der parallelen Linien stehen nicht soweit von einander 
ab ihrem Wesen nach, wie dies z. B. bei den drei gebräuch- 
lichsten Winkeldefinitionen der Fall ist. Ich habe schon 
darauf hingedeutet, will aber der gröfseren Klarheit wegen 
noch einmal den Zusammenhang deutlich hervorheben. 

Das „keinen Punkt gemeinsam haben'' führte, weil es 
nicht befriedigte, hinüber zu dem „einen Punkt im Unendlichen 



^) Hier liefsen eich vielleicht lehrreiche Betrachtungen über den 
„Geschmack in der Mathematik^' anstellen, wie sie von anderem Gesichts- 
punkte aus Engel in seiner Antrittsvorlesung „der Geschmack in der 
neueren Mathematik*' geboten hat. Allerdings würde sich bei dieser 
Auffassung Geschmack und Mode nahezu decken, womit im allgemeinen 
vielleicht nicht Jedermann einverstanden sein dürfte. 
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gemeinsam haben*' — resp. war es der Einfiufs der modernen 
Geometrie, der die verschiedenen Fälle unter einheitlichem 
Gesichtspunkte ordnete — ; diese letztere Erklärungsweise 
wiederum zeigte sich identisch mit der ^^gleiche Richtung 
(Richtungen) haben''. Andererseits kam man von der ersten 
Erklärung dazu, den ,,konstanten Abstand^' ins Auge zu fassen, 
da nach unserem natürlichen Denken zwei Gerade, die keinen 
Punkt gemeinsam haben, sich nicht nähern können, weil sie 
sonst schliefslich einen Punkt gemeinsam haben würden: also 
immer gleichweit von einander entfernt sein müssen. Es 
wird sich daher bei der Besprechung der drei Erklärungen 
nicht umgehen lassen, hier und da von dem einen in das 
andere Gebiet hinüberzugreifen. 

1) Die Geraden haben keinen Punkt gemeinsam 
oder sie schneiden sich nicht 
oder sie treffen sich im Unendlichen 
oder sie haben im Unendlichen einen Punkt ge- 
meinsam. 

Zunächst mochte ich gegen die letztere Ausdrucksweise 
Einwendungen erheben. Abgesehen davon, dafs das Unendliche 
unnützerweise in die Erörterung hineingezogen wird, ist doch 
andererseits die Erklärung deshalb zu verwerfen, weil sie 
etwas bestimmtes aussagt, ohne dafs wir durch unsere An- 
schauung oder sonst woher irgendwelche Aufklärung resp. Er- 
kenntnis davon gewonnen hätten.^) Woher wissen wir denn, 
dafs die Geraden sich im Unendlichen schneiden resp. treffen 
resp. dort einen Punkt gemeinsam haben? Die Ausdrucks- 
weise ist aus Zweckmäfsigkeitsgründen zu gunsten einer ein- 
heitlichen Auffassung der Lage zweier Geraden geschaffen 
worden ohne jede innere Berechtigung. Die höhere Geometrie 
hat sich der Freiheiten der Auffassung bedient, deren sie sich 
ohne weiteres bedienen darf, nicht aber dürfen wir derartige 
Betrachtungen direkt in die elementare Planimetrie hineintragen. 
Wenn Gauss in einem Brief an Schumacher sagt: „Der 
endliche Mensch darf sich nicht vermessen, etwas Unendliches 



Man vergleiche H. Z. VU, p. 469, f. (aber auch H. Z. VIII, 
p. 220, f.). 
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als etwas von ihm mit seiner gewohnteu Anschauung zu Um- 
spannendes betrachten zu wollen^', so gilt das ganz speziell 
im vorliegenden Falle. Wir können darüber^ wie die beiden 
Geraden sich zu einander im Unendlichen verhalten; gar nichts 
aussagen^ weder dafs sie sich schneiden, noch dafs sie sich 
nicht schneiden — obwohl uns das letztere wegen seiner 
Analogie mit dem Endlichen ^ mit dem unserer Anschaaung 
Zugänglichen als das Natürlichere erscheinen mufs. Der 
,yUnendlich ferne" Punkt ^) also, den zwei Gerade gemeinsam 
haben, ist lediglich ein Wort, ein leerer BegriflF, da ihm in 
der Anschauung nichts entspricht.^) Aus diesen Gründen 



^) Der Ansdrack ,, unendlich entfernter" Pankt findet sicli bei 
Steiner, Systematische Entwicklung etc. Eap. 1, § 2. — Aber schon 
Desargues 1630 und Newton 1687 haben seiner Erwähnung gethan. 

*) Bei Steiner 1. c. heilst es (ich zitiere nach Steiner, Ge- 
sammelte Werke, Bd. I, p. 240, f.): „Man lasse den Strahl p . . . sich 
bewegen, so wird der Punkt p die Gerade so durchlaufen, dafs er nach- 
einander in die Stellen b, a, f, q, 1^; c, b gelangt und folglich sich stets 
nach einer und derselben Richtung hin bewegt. Nur in der ein- 
zigen besonderen Lage des Strahles, wo er nämlich mit der Geraden Ä 
parallel ist, welches etwa bei q der Fall sein mag, findet kein wirk- 
liches Schneiden desselben mit der Geraden statt; da aber sowohl vor 
als nach dieser Lage stets ein wirkliches Schneiden stattfindet, und 
zwar, da der unmittelbar vorhergehende Durchschnitt in der gröfst- 
möglichsten Feme auf der Seite über 1^ hinaus, und der unmittelbar 
nachfolgende Durchschnitt in der gröfstmöglichsten Ferne auf der anderen 
Seite über f hinaus liegt, so soll in der Folge der Übereinstimmung 
wegen gesagt werden, der Strahl q sei nach dem unendlich ent- 
fernten Punkte der Geraden A gerichtet, und es soll dieser unend- 
lich entfernte Punkt, wenngleich derselbe in der Figur nicht wirklich 
anzutreffen ist, durch q bezeichnet werden. Demnach hätte die Grerade 
A nur einen unendlich entfernten Punkt q, und man kann sich den- 
selben sowohl nach der einen Seite (über f) hinaus) als nach der andern 
(über f hinaus) hin liegend vorstellen. Auch folgt hiernach, dafs um- 
gekehrt ein Strahl, der nach dem unendlich entfernten Punkte der 
Geraden A gerichtet ist, notwendigerweise mit ihr parallel sein muls." 
Ich mache noch besonders darauf aufmerksam, dafs Steiner sagt,, dafs 
die Parallele nach dem unendlich entfernten Punkte grerichtet 
ist, nicht etwa dafs sie ihn treffe oder mit der Geraden gemein habe; 
ja er schliefst dies durch seine Betrachtungen geradezu aus. Mir scheint, 
als sei die Darstellung Steiners an dieser Stelle nicht mit genügender 
Schärfe beachtet worden. 
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möchte ich gegen den Gebrauch der vorliegenden Parallelen- 
definition im Schulunterricht sein. Der Schüler wird die Er- 
klärung; die Geraden haben keinen Punkt gemeinsam, völlig 
verständlich finden , das Hereinziehen des Unendlichen kann 
nur dazu dienen ihn verwirrt zu machen^ wenn man dort 
plötzlich etwas anderes annimmt als im Endlichen.^) 

um den erörterten Skrupeln zu entgehen, haben viele 
Verfasser Ausdrücke gewählt wie die folgenden: „Die Geraden 
haben keinen Punkt gemeinsam, so weit -man sie auch ver- 
längern mag'^ oder „Die Geraden haben im Endlichen keinen 
Punkt gemeinsam^', Ausdrücke, gegen die sich nichts einwenden 
läfst, die aber auch keinen wesentlichen Vorzug verdienen vor 
dem einfachen „Die Geraden haben keinen Punkt gemeinsam". 

Die vorliegende Erklärung der Parallellinien läfst sich nun 
auf das natürlichste mit der dritten verknüpfen, denn es ist 
evident, dafs zwei Gerade, die keinen Punkt gemeinsam haben, 
sich nicht einander nähern dürfen, sondern immer — d. h. 
soweit sie unserer Anschauung resp. unserem anschaulichen 
Vorstellen zugänglich sind — gleichen Abstand von einander 
haben müssen. Alle Nachbarpunkte haben gleichen Abstand und 
somit kann man auch davon sprechen, dafs die Geraden selbst 
einen Abstand haben, nämlich den konstanten der Nachbar- 
punkte. Hier ist ein wesentlicher Unterschied mit zwei Geraden, 
die einen Punkt gemeinsam haben. Bestimmen wir nämlich bei 
zwei sich schneidenden Geraden zu einem beliebigen Punkte 
auf der einen Geraden den Nachbarpunkt auf der anderen, 
so ist nicht umgekehrt auch der erstere der Nachbarpunkt 
des zweiten, während dieser Fall eintritt bei parallelen Geraden.^) 



^) Ganz analog wie bei der Zahlenreihe: auch hier kann immer 
wieder 1 addiert und dadurch eine neue Zahl gewonnen werden, die für 
unser anschauliches Denken eine Zahl wie die frühere ist, d. h. eine 
endliche; erst wenn dieser Prozefs über jede Vorstellung hinaus 
fortgesetzt wird, gelangen wir zum Unendlichen als etwas Unvorstell- 
barem: so weit wir die beiden Geraden anschaulich verfolgen können, 
haben sie keinen Punkt gemeinsam, geht aber ihre Verlängerung über 
alles Vorstellen hinaas, so fehlt uns auch jede Vorstellung davon, ob 
sie einen Punkt gemeinsam haben oder nicht. 

') Man könnte hierauf sogar eine Definition der Parallelen gründen : 
„Ist bei zwei Geraden ein Punkt Nachbarpunkt seines Nachbarpunktes, 
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Kehren wir zu dem ersteren Gedanken zurück ^ so ist als 
ganz sicher festzusetzen, dafs wir in unserem anschaulichen 
Denken mit dem Ausschliefsen eines gemeinsamen Punktes 
der zwei Geraden die Eonstanz des Abstandes eo ipso (gemäfs 
den Gesetzen unseres Denkens) yerbinden. Es ist nicht denkbar, 
dafs der Abstand sich verkleinere oder yergröfserC; ohne dafs 
wir zugleich ein Näherkommen oder ein Weiterabweichen der 
beiden Geraden uns dabei vorstellen und mit dieser Vorstellung 
ist diejenige eines gemeinsamen Punktes wiederum untrennbar 
verbunden. 

Von hierzugehörigen Aufsätzen ist es zunächst einer von 
Sturm „Die neuere Geometrie auf der Schule" in Hoffiuanns 
Zeitschrift, Bd. I, p. 474 — 490, der für die hier behandelte 
Frage von Wichtigkeit ist. Er ist geschrieben mit besonderer 
Bücksicht auf Geisers bekannte „Einleitung in die synthe- 
tische Geometrie*', p. 478 heifst es: „Mit hohem Interesse 
habe ich die schone, so vorsichtig einschränkende Art und Weise 
kennen gelernt, wie der Verfasser die gewöhnlich grofse 
Schwierigkeiten bereitenden transcendenten Gebilde — den 
unendlich entfernten Punkt etc. — als notwendige Konsequenzen 
gewisser allgemeiner Sätze ableitet.^) Wenn bei den Defini- 
tionen der parallelen Geraden (als solcher Geraden derselben 
Ebene, welche sich in einem nicht erreichbaren Punkte treffen . . . .) 
auf diese Gebilde hingearbeitet wird, so werden dieselben viel- 
leicht der Einführung in den Schulunterricht nicht so erheb- 
liche Schwierigkeiten darbieten: der Versuch wenigstens mufs 
mehrfach gemacht und es darf nicht von vornherein darüber 
abgesprochen werden." 

Auf den Einwurf der Redaktion, dafs „in einem uner- 
reichbaren Punkte treffen" eine contradictio in adjecto 
und gleichbedeutend mit „gar nicht treffen" sei, erwidert 
Sturm: „Nur gegen eins mufs ich mich unbedingt erheben, 
gegen die Abfertigung der Parallelentheorie. Das einzige 



80 gilt dies für alle Panktepaare oder so haben die beiden Geraden 
konstanten Abstand oder so sind die Geraden parallel." 

^) Man vergl. das Zitat aus Steiner selbst; uns sagt dessen Dar- 
stellung weit mehr zu, als die Geiser*8che. 
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Wort, das darin von mir herrührt^ ist ^^ unerreichbar '^ statt 
;yunendlich entfernt^^; die Anschaanng selbst ist jetzt Gemein- 
gut aller produktiven Geometer" 

Sturm gesteht zu, selbst die grofsten Schwierigkeiten bei 
dieser YorstelluDg gehabt zu haben ; hebt aber dagegen ihre 
Vorteile hervor und meint, daJGs sie vorsichtig gebraucht nie 
zu einem Irrtume führe. Das Wort „unerreichbar" solle nur 
als Übergangswort zu ^^unendlich entfernt" dienen. Er sagt 
dann: ^^Aber auch bei diesem Worte mufs ich gegen die con^ 
tradictio in adjecto protestieren; dieselbe fände doch nur statt^ 
wenn die treffenden zugleich die erreichen sollenden 
wären, was eben nicht der Fall' ist. Die sich treffenden sind 
die beiden unendlich langen geraden Linien, die erreichen 
sollenden sind wir Menschen. Sie geben doch wohl zu, dafs 
jede einzelne Linie für uns unerreichbare Punkte hat, 
warum können zwei Linien nicht einen dieser uner- 
reichbaren Punkte gemein haben? In diesem würden 
sie sich dann auch treffen." );Der Einwand der sich stets 
gleich bleibenden Entfernung läXst sich doch sehr leicht für 
den, der mit unendlicher Gröfse zu operieren versteht, durch 
die Bemerkung widerlegen, dafs in der Unendlichkeit diese 
endliche Distanz verschwindet.'^*) 

Hierzu möchten wir zunächst bemerken, dafs allerdings 
nichts dagegen spricht, dafs zwei Gerade einen Punkt im Un* 
endlichen (Unerreichbaren) gemeinsam haben können, 'aber 
ebensowenig dafür, dafs sie einen solchen Punkt in der That 
gemeinsam haben müssen oder haben. ^) Was dann das Ver- 
schwinden der endlichen Distanz im Unendlichen betrifft, so 

*) Anf diesen Punkt werden wir bei der Besprechung eines weiteren 
Aufsatzes von Sturm noch zurückkommen. 

^) „Gerade Linien sind parallel, wenn sie sich im Endlichen nicht 
schneiden. Man ist nicht befugt, die Negation vom Yerbum wegzunehmen 
und mit dem Begriffe endlich zu verschmelzen. Müssen denn zwei 
Linien, welche sich im Endlichen nicht schneiden, sich im unendlichen 
schneiden? Kann im unendlichen nicht dasselbe stattfinden, wie im 
Endlichen? Könnten die beiden Geraden im unendlichen nicht zusammen- 
fallen? Wäre auf alle Fälle nicht mit dem Schnitt- oder Treffpunkte 
im Unendlichen das Unendliche fixiert?'* 
Zerlang in H. Z. Bd. III. p. 265. 

Schotten, der planimetr. Unterricht. II. 13 
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würde ich die Schüler beklagen , denen man am Anfang des 
planimetrischen Unterrichts den Eopf mit derartigen mathe- 
matißch-philosophischen Abstraktionen anfüllte.^) Man würde 
ihnen damit eine völlig unverdauliche Speise vorsetzen, an der 
sie sich sehr leicht für alle Zeit gründlich den Geschmack 
an der Geometrie verderben würden. Dem jugendlichen Geist 
mufs man anschaulich kommen.^) 

Im übrigen enthält der fragliche Artikel sehr viel Gutes 
und Beherzigenswertes. Seine ausführlicher zitierten Stellen 
haben nun eine Reihe von Entgegnungen gezeitigt^ die wir 
ebenfalls einer genaueren Betrachtung würdigen müssen. 

An erster Stelle repliziert Eober im selben Bande der 
H. Z. p. 491 in seinem Artikel ^^Ueber die Definition des 
Parallelismus^. Dort heilst es: 

„Mit den Worten „erreichbar" oder „unerreichbar" meint 
er ohne Zweifel^ nicht was dem physischen Menschen oder 
dem sinnlichen Auge, sondern was dem denkenden Verstände 
erreichbar oder unerreichbar ist. Trotzdem behauptet der 
Verfasser, dafs dieser unerreichbare Punkt wirklich existiere, 
und beruft sich dabei auf die Auffassung der höheren Geometrie/^ 

„Den Gegensatz zwischen „parallel" und ,, schneidend^' 
macht aber nicht die niedere Geometrie, d. h. der oder jener 
Geometer, sondern der allgemein menschliche Verstand. Es 
handelt sich nicht um eine willkürliche Definition, sondern 
um die im menschlichen Verstände vorhandenen Begriffe. Die 
Frage ist, ob Linien denkbar sind, die selbst im Unendlichen 
nicht zusammentreffen, sondern stets in gleicher Richtung oder 

gleicher Entfernung neben einander herlaufen Sie sind 

denkbar, trotzdem dafs sie die Methode der höheren Mathe- 



^) Übrigens giebt es doch noch genug Mathematiker, die oo -{- <> ==" ^ 
ein „bedenkliches Prinzip" nennen. 

*) „Wer die Parallelentheorie mit dem unendlich fernen Punkte 
einleitet, begeht den Fehler^ den Schüler von seiner gewohnten An- 
schauung und seinem natürlichen Denken za entfernen. In Folge solcher 
Fehler glaubt der Schüler endlich, dafs die Wissenschaft zu seiner bis- 
herigen Erkenntnis im Gegensatze stehe und wird irre an sich selbst." 

J. Eober, „Ueber das Unendliche und die neuere Geometrie" in 
H. Z. III. p. 261. 
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matik nicht brauchen und nicht behandeln kann^ sondern sie 
vorkommenden Falls als wirklich, wenn auch im Unendlichen, 
zusammentreffend behandelt. Ob solche Linien in der Natur, 
im Weltall, vorkommen, ist völlig gleichgültig; es existiert 
ja überhaupt keine gerade Linie .... in der äufseren Wirklich- 
keit, sondern nur in unserm Denken, Denken wir uns eine 
Eisenbahn ins Unendliche hinausgebaut, so wird doch Niemand 
sagen wollen, dafs die Schienen, wenu auch im Unendlichen, 
je zusammentreffen würden? dafs also die Lokomotive auf 
ihnen nicht mehr würde stehen können? Hierin läge in der 
That eine contradictio in adjecto. Ob unser sinnliches Auge 
die Lokomotive als einen Punkt oder gar nicht sieht ^ hat 
damit nicht im Mindesten zu thun.'^ 

Auch die weiteren Einwendungen Kober's gegen Sturm 
verdienen alle Beachtung, vor allen Dingen, wenn er sagt, auf 
Wahrheit kommt es an, nicht auf ein methodisches Prinzip. 

Ebenfalls gegen Sturm wendet sich J. C. Becker in 
H. Z. Bd. IL p. 89. Er sagt: 

„Ich gebe zwar zu, dafs die Geometrie der Lage berechtigt 
ist, von dem unendlich fernen Punkte einer Geraden zu 
sprechen und zwei Parallele als Linien zu definieren, die diesen 
Punkt gemein haben .... Aber darum ist der „unendlich ferne 
Punkt" doch nur — eine blofse Fiktion^), und ebenso wenig 
reell^ wie die imaginären Schnittpunkte zweier Kurven, die sich 
wirklich schneiden." 

Becker weist dann nach, wie man zu dieser Fiktion ge- 
kommen, worüber wir bei der zweiten Definition zu sprechen 
haben werden, und führt an, dafs Beye die unendlich ent- 
fernten Elemente der Raumgebilde als „uneigentliche Ele- 
mente" bezeichne. Man müsse sidh. davor hüten, durch die 
Fiktionen der höheren Mathematik die Grundbegriffe der 
Elemente sich trüben zu lassen. 

Becker selbst will die Definition des Parallelismus auf den 
Begriff der Stellung stützen. 



^) Ganz im Sinne Steiner ^s, gemäfs seiner weiter oben zitierten 
Darstellung. 

Man vergl. H. Z. Bd. XVI. p. 81. 

13* 
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Auf eine Bemerkung Eober's kommt Bolze zurück in 
H. Z. n. p. 334: ,,Zwei Parallellinien sind nach rechts ebenso 
parallel, wie nach links, also müssen sie sich nach links 
ebenso gut in einem unendlich entfernten Punkte schneiden, 
wie nach rechts; folglich haben sie zwei Punkte miteinander 
gemein." 

Dieser Einwand ist hinfallig, denn die neuere Geometrie 
nimmt ausdrücklich nur einen unendlich entfernten Punkt 
auf der Geraden an resp. sie identifiziert die unendlich ent- 
fernten Punkte. Man k^n auf folgende Weise zu dieser Vor- 
stellung gelangen. Gegeben sei ein Strahl und eine Gerade 
der Einfachheit halber in solcher Lage, dafs der Strahl durch 
den Nachbarpunkt seines Anfangspunktes auf der Geraden 
gehe. Denkt man sich nun den Strahl in drehender Be- 
wegung, so wird er auf der Geraden alle Punkte nach der 
einen Seite hin stetig durchlaufen (passieren): in zwei auf- 
einanderfolgenden Lagen des Strahles werden zwei benach- 
barte (endlich oder unendlich benachbarte) Punkte der Geraden 
getroflfen. Der Schnittpunkt rückt immer weiter hinaus, ohne 
dafs diese Beziehungen sich ändern. Ist nun der Strahl parallel 
zur Geraden and nimmt man an, dafs er in diesem Falle einen 
unendlich fernen Punkt mit der Geraden gemeinsam habe, 
so kann er nun eine halbe YoUdrehung machen, ohne dafs er 
mit der Geraden einen Punkt im Endlichen gemein hat. 
Während dieser ganzen Bewegung aber hat er einen unend- 
lich fernen Punkt mit der Geraden gemeinsam. Dreht man 
dann noch etwas weiter, so haben Strahl und Gerade wieder 
einen Punkt im Endlichen gemein. Wie man nun dazu 
kommt, die unendlich vielen unendlich entfernten Punkte als 
einen einzigen zu betrachten, wird sofort klar, wenn wir drei 
aufeinanderfolgende Lagen des Strahles im Endlichen be- 
trachten. Die drei zugehörigen Punkte der Geraden sind Nach- 
barpunkte, reihen sich stetig aneinander. Dies gilt ausnahmslos 
im Gebiete des Endlichen. Übertragen wir diese Betrachtung 
auf den Grenzfall so liegt zwischen dem äufsersten Punkte 
nach der einen Seite hin und dem äufsersten Punkte nach der 
andern Seite hin nur ein Punkt, „der" unendlich entfernte 
Punkt der Geraden. !Noch, fast möchte ich sagen, anschlau- 
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Hoher gestaltet sich diese Untersuchung, wenn wir nicht 
einen Strahl und eine Gerade nehmen, sondern zwei Gerade. 
Hier haben wir direkt äufsersten Punkt nach der einen Seite, 
unendlich entfernten Punkt, äufsersten Punkt nach der andern 
Seite. Alle drei reihen sich stetig aneinander in völliger 
Analogie mit den Betrachtungen im Endlichen, es liegen 
sozusagen nebeneinander äufserster Punkt nach rechts, unend- 
lich entfernter Punkt, äufserster Punkt links. Die Singularität 
des unendlich entfernten Punktes ist also hier noch ein- 
leuchtender.^) 

Es geht aus diesen Betrachtungen zugleich hervor, wie 
man zu der Fiktion des unendlich entfernten Punktes der 
Geraden gekommen ist: es ist eben die einheitliche Auffassung, 
die zu dem methodisch notwendigen unendlich fernen Punkt 
geführt hat. Aber auch nur aus diesem Gesichtspunkte ist 
die Einführung des unendlich fernen Punktes erklärlich und 
gestattet; nicht aber ist es etwa zwingende Wahrheit, da wir 
ja die Analogie des Endlichen und Unendlichen gar nicht ohne 
weiteres postulieren dürfen. Es ist also bei der eben be- 
schriebnen Betrachtung sehr wohl der eine Fall als Grenzfall ^) 
auszunehmen imd als solcher zu bezeichnen, indem wir sagen, 
dafs die beiden Geraden da keinen Punkt gemeinsam haben. 

Den verschiedenen Angriffen tritt nun Sturm in einem 
zweiten Aufsatze — fl. Z, Bd. II. p. 391 — „Ueber die un- 
endlich entfernten Gebilde" entgegen, in dem er leider anföng- 
lieh den vornehmen Ton objektiver wissenschaftlicher Dis- 



^) Auch hier muls ich wieder auf Steiner ^s Darstellnng selbst 
verweisen, mit der die meinige ja im wesentlichen übereinstimmt. Ich 
mufs jedoch hervorheben, dafs meine Darstellung von der Steiner^schen 
völlig unabhängig entstanden ist; das Zitat, obwohl an früherer Stelle, 
ist doch erst später von mir hinzugefügt worden. 

^) „Parallel sein heifst also zxmächst nur weder konvergent noch 
divergent sein. — Nimmt man zu dem Zwecke in einer von zwei kon- 
vergenten Geraden einen festen Funkt an und dreht um ihn die Gerade, 
bis der früher konvergente Strahl divergent ist, so mufs eine Über- 
gangsrichtung als gemeinschaftliche Grenze vorhanden sein, welche weder 
konvergent noch divergent d. h. parallel ist, ebenso sicher, wie ein schwin- 
gendes Pendel einmal sich in der senkrechten Richtung befinden mufs/^ 

Z erlang in H. Z. Bd. III. p. 266. 
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kussion fallen läfst, obwohl er zugeben mnfs: ^^Ich selbst bin^ 
seitdem ich die Angriffe erfahren, erst tiefer in die Anschaanng 
eingedrungen, deren hohen Wert als überaus kräftiges Be- 
weisinstrument ich bei meinen nun doch schon ziemlich aus- 
gedehnten geometrischen Untersuchungen erkannt, über deren 
innere Wahrheit und Berechtigung oder vielmehr Notwendig- 
keit ich aber noch wenig nachgedacht hatte/' 

Was zunächst das Wort ,,unerreichbar^ betreffe, so habe 
er gemeint dem „physischen Menschen unerreichbar^ wegen 
der endlosen Zeit, die zum Erreichen nötig sein würde. Er 
habe es nur als Ubergangswort zu unendlich entfernt ge- 
braucht, ohne besondern Wert darauf zu legen. Es handle 
sich um eine Definition der Parallelen, die der neuen An- 
schauung sich anbequeme, ihr wenigstens nicht widerspreche. 
„Das scharfe Bewufstsein, was parallele Linien sind, bekommt 
der Schüler bald, trotzdem die Definition nicht vollkommen 
isf ^) Vielleicht sei deshalb eine Definition in Tertia oder 
Sekunda nicht wichtig. 

Sturm kommt dann darauf, zurück, dafs die endliche 
Distanz zweier Parallelen in unendlicher Entfernung gegenüber 
dieser Entfernung ignoriert werden müsse, da sonst ein Haupt- 
prinzip der Geometrie verletzt werde. ^) .,Man ersieht, dafs 
ich ebenfalls annehme, dafs sich parallele Linien in Wirklich- 
keit nie treffen, einen „endlichen^' Punkt nicht gemein haben; 
aber für uns Menschen, die wir uns von ihren unendlich ent- 
fernten Partieen eben in unendlicher Entfernung befinden, sind 
diese Partieen nicht verschieden, sondern identisch.'* 

Weiter wird die Singularität des unendlich fernen Ge- 
bildes dadurch erläuterjb, dafs sie eine Folge der Relation zu 
den endlichen Punkten sei. 

„Mit den endlichen Grofsen verglichen sind die unendlich 



^) Dieses scharfe Bewurstsein, was parallele Linien sind, ist meiner 
Meinung nach eben die Auffassung der Parallelen als solcher Linien, die in 
konstanter Entfernung nebeneinander herlaufen und sich daher nie treffen. 

^ Auch hier also tritt wieder das Prinzip in den Vordergrund, 
nicht die Wahrheit der Auffassung. Man vergleiche Eober's Replik 
und Fresenius, Noch einmal die neuere Geometrie und die unendlich 
entfernten Gebilde. H. Z. Bd. II. p. 494. 
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grofsen Gröfsen alle gleich ^ mit einander verglichen sind sie 
verschieden," 

^,So haben also auch für uns die sämtlichen unendlich 
fernen Punkte einer Geraden ^ sobald wir sie in Beziehung 
setzen zu endlichen Punkten, den Wert eines einzigen Punktes. 
Nehmen wir irgend einen endlichen Punkt der Geraden als 
Ausgangspunkt, so entspricht jeder Entfernung von demselben 
ein Punkt, der Entfernung oo also auch (nur) ein Punkt." ^) 

,,Zwei Parallelen haben also einen ^^endlichen" oder ,,eigent- 
lichen" Punkt in Wahrheit nicht gemeinsam, aber ihre unend- 
lich fernen (uneigentlichen) Punkte sind identisch; ihre unendlich 
fernen Partieen befinden sich, möchte ich sagen, in demselben 
unendlich fernen Punkte." 

Sturm knüpft noch weitere Betrachtungen über unendlich 
entfernte Gebilde an, kommt auf das Beziprozit'atsgesetz zu 
sprechen, erwähnt die Degeneration und die imaginären Gebilde 
und betrachtet schliefslich „die Sache auch etwas mit Hilfe 
der analytischen Geometrie". 

p. 406 macht Sturm einige Bemerkungen, die uns zu 
der zweiten Auffassung hinüberführen. Es heilst da: „Ge- 
wöhnlich wird bei parallelen Linien viel von Richtung ge- 
sprochen, ohne dafs die Bedeutung dieses Wortes vorher er- 
läutert worden ist. Gemeinhin pflegt man zu demselben noch 
die Bestimmung wohin? hinzuzufügen: „ich gehe in der 
Richtung auf eine Stadt," „die Kanonen schössen alle in der- 
selben Richtung d. h. auf denselben Punkt hin". Wenn man 
in der Geometrie das Wort ohne den bestimmten Zusatz ge- 
braucht, so geschieht dies infolge einer ein für alle Male ge- 
machten Konvention über das Ziel der Richtung: wenn nun 
aber gerade parallele Geraden als von derselben Richtung 
bezeichnet werden, so müssen doch auch sie ein gemeinsames 



^) Wird nicht eine Richtung auf der Geraden festgesetzt, so ent- 
spricht jeder Entfernung vom Ausgangspunkt nicht ein Funkt, sondern 
wir erhalten zwei Punkte, einen nach rechts und einen nach links. Ist 
somit Sturm 's Prämisse falsch, so ist es auch die Schlnfsfolgerung, 
dafs der Entfernung cx) ein Punkt entspreche. Dieser Beweis erscheint 
also verfehlt. Man vergleiche meine Ausführungen zu diesem Punkte 
weiter oben. 
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Ziel für ihre Richtung haben: ein unendlich fernes -— als 
Punkt erscheinendes — Objekt." 

Damit verfallt Sturm in den verhängnisvollen Irrtum^ 
Richtung und Ziel zu verwechseln: ein änfserst schwerer Fehler^ 
der uns bei der sonstigen Scharfe der Auffassung sehr merk- 
würdig berührt. Was darüber zu sagen ist, findet sich im 
§ 1 des ersten Kapitels; hier nur kurz noch einmal die Zurück- 
weisung: Was dasselbe Ziel hat, hat deshalb nicht dieselbe 
Richtung; und umgekehrt. Wenn zwei Menschen auf eine 
Stadt zugehen, so haben sie — im allgemeinen — nicht 
dieselbe Richtung. 

Sturm fährt dann fort: ^^Zwei Linien haben dieselbe 
(oder gleiche) Richtung, wenn sie nach demselben unendlich 
entfernten Punkte (oder nach zwei verschiedenen im unend- 
lichen gelegnen, aber für uns identischen Punkten) hinstreben. 
Zwei Menschen gehen in derselben Richtung (ohne Zusatz), 
wenn sie dasselbe unendlich entfernte Objekt stets im Auge 
behalten; die Absicht es erreichen zu wollen, ist ja gar nicht 
notwendig," 

Iil diesen Worten liegt wieder dieselbe Verwechslung wie 
oben, die Verwechslung von Ziel und Richtung. Nur ist 
allerdings zu bemerken, dafs hier die einzige zulässige Aus- 
nahme vorliegt. In dem Falle nämlich, wo zwei Geraden 
parallel sind, treffen die beiden Bedingungen gleichzeitig ein, 
dafs die Geraden sowohl gleiche Richtung^) als auch gleiches 
Ziel haben. Hier, aber auch* nur hier, darf beides gleichwertig 
für einander gebraucht werden. Vielleicht ist dies der Grund, 
der Sturm zu seinem Irrtum veranlafst hat.^) 

Nicht anbeachtet dürfen dann die Worte in der Klammer 
bleiben. Danach haben jede zwei gerade Linien gleiche Rich- 
tung, denn sie sind doch nach verschiedenen im Unendlichen 
gelegnen Punkten gerichtet. Man sieht, selbst die Angriffe haben 
doch immer noch nicht vermocht^ völlige Klarheit zu schaffen. 

Wir sind mit den letzten Erörterungen schon tief in das 
Gebiet der zweiten Definition gedrungen, wollen aber doch 



^) Nach allgemeinem Sprachgebrauch. 
>) Man vergleiche H. Z. XVI. p. 339. 



- 201 - 

erst noch einmal zur ersten Definition zurückkehren und unsre 
Ansicht darüber kurz aussprechen. Nach unsern Erörterungen 
hat sich ergeben^ dafs die Definition in ihrer ursprünglichen 
Form durchaus brauchbar für den Schulunterricht ist^ be- 
sonders wenn man Veranlassung nimmt, sie mit der dritten 
Definition^ die den konstanten Abstand benutzt, zu kombinieren. 
Dagegen empfiehlt es sich auf der Schule vorläufig von einer 
Definition, die sich modernen Ansichten anpaTst^ abzusehen.^) 

2) Die Geraden haben dieselbe oder gleiche Rich- 
tung (Bichtungen) 

oder die Geraden bilden mit einer Transversalen 
gleiche Winkel. 

Die vorliegende Erklärung ist sehr beliebt; soweit wir im 
Augenblick übersehen können, diejenige, die bei weitem die 
andern überwiegt. Sieht man genauer nach, so wird man 
finden, dafs die meisten, die sich ihrer bedienen, eine nähere 
Erörterung des Begriffes Richtung nicht für nötig gehalten 
haben. So war es bequem auf grund eines nicht genau prä- 
zisiei*ten Begriffs eine Erklärung der Parallelen aufzubauen, 
die aber dadurch selbst unklar blieb. 

Wir müssen zunächst gegen die äufsere Form der Definition 
uns aussprechen. Vor allen Dingen ist es der Ausdruck die- 
selbe Richtung, gegen den ich immer wieder ankämpfen 
werde, wenn auch Hr. Professor Lorberg in Bonn mich 
deshalb für einen noch gröfsem Ignoranten in mathematisch- 
philosophischen Erörterungen halten sollte, als er jetzt schon 
thut — vorausgesetzt, dafs das möglich ist. Es liegt nämlich 
hier durchaus etwas Besondres vor. Wir können von zwei 
Gegenständen sagen, sie haben dieselbe Farbe; aber das ist 
etwas ganz andres, als: zwei Gerade haben dieselbe Richtung. 
Ich habe schon im II. Kapitel auf die Besonderheit unsres 
Falles hingewiesen. Zwei Gerade, die dieselbe Richtung haben, 
sind durchaus nicht anders zu denken, als zusammenfallend. 
Es leuchtet das ein, wenn wir von Einer bestimmten Richtung 



*) Man vergleiche noch: Scher ling, Der Streit über den unend- 
lich entfernten Punkt. — H. Z. Bd. III, p. 463. — Ferner die Diskassion 
Reidt-Weinmeister, H. Z. XL p. 111, f. 
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ausgehen. Denken wir uns dann zwei Gerade in dieser Bicb- 
tung, so fallen sie unweigerlich zusammen, d. h. Gerade mit 
derselben Richtung sind zusammenfallend^ nichts anderes» Man 
erkennt aber auch an diesem' Beispiele sofort den Unterschied 
zwischen unserem besondern Falle und irgend einem andern 
z. B. dem von uns gewählten Beispiele der Farbe. Dieselbe 
Farbe kann ich mir mehreremale, an yerschiednen Orten denken, 
ohne dafs dadurch ihre Qualität irgendwie berührt wird; 
anders bei der Bichtung. Eine bestimmte Richtung ist eben 
nur einmal vorstellbar, wollten wir sie uns an verschiedneu 
Stellen vorstellen, so bleiben sie eben nicht die Eine bestimmte 
Richtung. Es geht also hieraus hervor, daüs Richipng nicht 
eine Eigenschaft ist, welche bei zwei verschiednen Geraden 
völlig übereinstimmen kann. Wer mir hier etwa entgegnen 
will, dafs z. B. doch viele Linien denkbar seien, die alle Nord- 
Südrichtung haben würden, den bitte ich sich diese Linien 
direkt oder nahe beim Nord- oder Südpol vorzustellen, 
woraus sich sofort ergeben wird, dafs die Identität der Rich- 
tung nur den Worten, nicht der Sache nach besteht. Ganz 
analoges gilt für Ausdrücke wie „wagerecht", „senkrecht". 
Auch hier handelt es sich nur um eine scheinbare Identität, 
denn diese Worte bedeuten eben an vorschiednen Orten etwas 
anderes, wenn auch wesentlich identisches. Es ist aber auch 
hier unser Spezialfall völlig da, wenn wir uns im Raum die 
Nord-Südrichtung denken, die also vom Nord- nach dem Südpol 
hingeht. Dann giebt es auch hier nur Eine, und alle Geraden, 
die sie haben, fallen in eine zusammen, die bestimmt ist durch 
die beiden Punkte Nordpol und Südpol. 

Eine weitere Frage ist nun, ob es heifsen dürfe: Gerade 
von gleicher Richtung resp. die Geraden haben gleiche Rich- 
tung, oder ob es heifsen müsse: die Geraden haben gleiche 
Richtungen. 

Zu dieser Frage bemerkt Hoff mann in seiner Zeitschrift 
Bd. XXI IL p. 341: 

„Man findet immer noch hier und da die Definition: 
Parallele Gerade sind solche, welche gleiche Rich- 
tung haben. 

Zuvörderst ist diese Definition sprachlich fehlerhaft. 
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Was ist ;;gleiche Bichtung'^? Es giebt höchstens Richtungen ^ 
welche einander gleich sind oder kürzer ausgedrückt: ,,einander 
gleiche Richtungen", oder in der Einzahl: „eine Richtung, 
welche einer andern gleich ist'^ Ahnlich: „Was ist eine gleiche 
Kugel?" 

Hiermit können wir nicht übereinstimmen. Der Sprach- 
gebrauch hat sich bei diesen Wendungen freier entwickelt und 
es wird Niemandem einfallen darin einen Fehler zu suchen, 
wenn man z. B. sagt, zwei Gregenstände haben gleiche Farbe. 
Man würde sogar, wenn sie einfarbig wären, es für einen 
Fehler halten zu sagen, die beiden Gegenstände haben gleiche 
Farben, da man dann daran denken würde, dafs beide mehr- 
farbig seien. Gegen den Gebrauch des Singulars liefse sich 
also an sich nichts einwenden. 

Des weitern bemerkt dann Hoff mann, dafs der Ausdruck 
„gleich" deshalb nicht zulässig sei, weil man in der Mathe- 
matik ,, gleich" nur für Gröfsen also im Sinne von „gleich 
grofs" gebrauchen dürfe. Auch dies scheint uns eine Ein- 
schränkung, deren Notwendigkeit wir nicht einsehen. Wollte 
man aber diese Einschränkung festsetzen, dann würde für den 
Ausdruck „gleiche Richtung" dasselbe gelten, was wir weiter 
oben für „dieselbe Richtung" auseinandergesetzt haben: wir 
haben es hier mit einem Fall zu thun, wo Gleichheit und 
Identität zusammenfallen. 

Von der gröfsten Wichtigkeit erscheint uns wieder in 
Bezug auf diesen Ausdruck das Wesen der Richtung selbst, 
dafs wir hier keine Nuancen haben, wie bei Farbe, Licht 
etc., so dafs also die Gleichheit mit der Identität wie gesagt 
zusammenfällt. Doch wird es notwendig sein, auf die Elemente 
zurückzugehen, um völlige Klarheit zu schaffen. Zwei Rich- 
tungen, die wir mit einander vergleichen, können entweder — 
man denke an die Erörterungen des § 1 im ersten Kapitel — 
den einen oder den andern Punkt oder beide konstituierende 
Elemente oder nichts gemeinsam haben. Haben sie den Aus- 
gangspunkt gemeinsam, das Ziel verschieden: so sind die 
Richtungen verschieden; haben sie verschiedene Ausgangs- 
punkte, aber gleiches Ziel: so sind die Richtungen verschieden; 
haben sie gleichen Anfang und gleiches Ziel: so sind die Rieh- 
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tungen gleich d. h. hier also identisch (dieselben). — Niemand 
aber wird doch bei einer solchen Analyse auf den Gedanken 
kommen, dafs nun zwei Richtungen gleich seien, die weder in 
der einen, noch in der andern Hinsicht (Element) überein- 
stimmen, i) 

Was dazu geführt hat, die Richtung in die Definition 
der Parallelen einzuführen, ist wohl einerseits die früher 
übliche Definition des Winkels als Richtungsunterschiedes^) 
gewesen — was dann für Parallelen die Richtungsgleichheit 
ergab ^) — andererseits der sogenannte Richtungsbeweis, der 
so verlockend bequem erscheint, in der That aber nur ein 
circulus ist. Er wird auch direkt zur Definition yerwendet^ 
resp. das in ihm liegende Agens, wenn man bei der Defiinition 
der Parallelen ausgeht von dem Umstand, dafs sie mit ihren 
Transversalen gleiche Winkel bilden. Aber hier werden Eigen- 
schaften, die aus der Definition folgen, vorweggenommen und 
zur Definition verwendet, was offenbar nicht zulässig ist^) 

Wir sind also auf das Bestimmteste dafür, dafs eine 
Definition der Parallelen, die sich auf den Richtungsbegriff 
stützt, zu verwerfen sei; dafs aber, wenn eine solche dennoch 



') Hierza vergleiche man aas dem Artikel „Stadien über geo- 
metrische Qrandbegriffe** des Heraasgebers der H. Z. den Abschnitt 
„Gleiche Riohtangen", IV. p. 111, der für die hier erörterten Fragen von 
grofser Bedeatong ist. 

') „Parallelen heifsen Linien gleicher Bichtang. Die Gleichheit 
der korrespondierenden Winkel ergiebt sich aus der Gleichheit der Bich- 
tungsunterschiede.** 

J. Eober, lieber das Unendliche und die neuere Geometrie. H. Z. 
III. p. 261. — Vergl. auch H. Z. III. p. 536. 

^) Die Alten hatten das Wesen gleich im Namen zum Ausdrack 
gebracht: das Nebeneinander (ohne etwas Gemeinsames). Auch yon 
diesem Gesichtspunkte aus ist es ganz unzulässig, nun plötzlich statt 
des Trennenden das Einigende (Gleiche) hervorzuheben. So nur konnte 
es auch kommen, dafs man im gewöhnlichen Leben ganz verkehrter 
Weise verwandte Anschauungen z. B. als parallel zu bezeichnen pflegt. 

*) „Die Mathematik soll auch den Schein der Phrase vermeiden, 
deshalb halte ich es jetzt fcir ganz verwerflich, die Parallelentheorie 
mit dem Bichtungsunterschiede abzumachen.^' 

Ziegler, Thesen zu dem Streite über geometrischen Unterricht. 
— H. Z. III. p. 189. 
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beliebt wird, weder von derselben noch von der gleichen 
Richtung die Bede sein dürfe, sondern dafs man dann nach 
einem passenderen Ausdruck zu suchen hat. 

Schon oben war in einer Fufsnote darauf hingewiesen, 
dafs Hoff mann sich mit hierhergehorigen Untersuchungen 
beschäftigt hat; auch er kommt dabei zu dem Resultat, dafs 
das Kriterium fQr die Gleichheit von Richtungen in dem 
gleichen Richtungsunterschiede gegen eine dritte 
Gerade zu suchen sei. Dann kommt er auf den Unterschied 
von gleichgerichtet und parallel zu sprechen und hierbei kommt 
auch ihm der Gedanke, dafs der Ausdruck „gleiche Richtung'^ 
seine Bedenken habe, denn er sagt in einer Fufsnote: „Ob es 
nicht zweckm'äfsiger sein dürfte, den Begriff gleiche Rich- 
tung mit ähnliche Richtung zu vertauschen, will ich hier 
nur angeregt haben/' Diese Worte zeigen deutlich, dafs auch 
ihm Skrupel an dem landläufigen Ausdruck aufgestiegen sind. 
Es ist eben die Definition der Parallelen mit Hülfe von gleichen 
Richtungen nichts anderes, als eine Erklärung idem per idem. 
Was für die Richtungen gleich, ist für die Geraden parallel. 
Kein Mensch wird sich sogenannte gleiche Richtungen vor- 
stellen können, ohne dals er sich parallele Gerade denkt, oder 
gar gleiche Richtungen vor parallelen Geraden denken. Die 
ganze Definition ist ein Spiel mit Worten. 

Gilles stellt sich energisch auf den Standpunkt der Rich- 
tungsdefinition der Parallelen in einem Aufsatze „Bedenkliche 
Richtungen in der Mathematik'^ in H. Z. XI. p. 17. Allerdings 
sagt er: „Selbstverständlich mufs der Begriff gleiche Rich- 
tung definiert werden; wenn dabei auch ein axiomatisches 
Element zurückbleibt, so ist dasselbe doch in der möglichst 
elementaren Form einzuführen." Er verweist dabei auf sein 
Lehrbuch S. 9 und S. 6, wo sich Seite 9 folgendes findet: 

„Die Gerade ist bestimmt durch einen Punkt und eine 
Richtung, in welchen Angaben das ganze Wesen der Geraden 
enthalten ist." Aufzählung der Fälle: 

„2. c) Der Ausgangspunkt ist verschieden, die Richtung 
dieselbe." 

yyEF und BS haben dieselbe Richtung bedeutet, dafs 
beide Geraden sich nur der Lage nach unterscheiden, so dafs 
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die Gerade EFy wenn sie in allen Punkten sich gleichmäXsig 
über die Gerade EB gleitend bewegt, in demselben Augen- 
blick die Lage BS bekommt, wenn ein Pankt derselben in 
die Gerade JR8 WXij d. h. alle Punkte fallen zu gleicher Zeit 
in BS." 

Selbst mit dieser, den gewohulichen Darstellungen gegen- 
über sehr yiel gewissenhafteren Behandlung können wir uns 
nicht befreunden. Die geschilderte Bewegung setzt die Kenntnis 
des Parallelen voraus. 

Von besonderer Wichtigkeit ist femer noch ein hierher- 
gehoriger Aufsatz: ,>Der sogenannte Richtungsbeweis in der 
Lehre von den Parallelen" von Dr. Hubert Müller in H. Z. 
XVL p. 407. 

Er leitet den Artikel mit folgenden Worten ein: „Schwierige 
geometrische Beweise sind kaum an einer andern Stelle des 
Unterrichts so unangenehm wie in der Lehre yon den Parallelen^ 
einmal, weil sie Knaben von 12 Jahren beigebracht werden 
müssen, und zweitens, weil die zu beweisenden Sätze so sehr 
einfach und jedem Schüler von vornherein anschaulich gewifs 
sind. In der lobenswerten Absicht hier Hülfe zu schaffen 
hat man den Grundsatz „Parallele Linien haben gleiche 
Richtung" aufgestellt und mit demselben einen Beweis ge- 
führt, welcher in dieser Zeitschrift (IX. 192) angegriffen 
worden ist." 

Bolze hat nämlich am angeführten Ort gezeigt, dafs es 
sich bei dem sog. Bichtungsbeweis um einen Scheinbeweis 
handelt. Müller giebt dies nicht zu und sucht an einem 
Beispiele die Richtigkeit seiner Behauptung nachzuweisen. Er 
sagt dann: 

„Der Schwerpunkt liegt in dem Begriffe Richtungs- 
unterschied, welcher sich dem allgemeinen Begriffe des 
Unterschiedes ebensowenig fügt, als die Potenzen mit negativen 
Exponenten dem ersten Potenzbegriff sich unterordnen. Der 
Bichtungsunterschied wird nicht durch Abziehen einer Sich- 
tung gefunden, oder umgekehrt gesagt: der Bichtungsunter- 
schied ist nicht wieder eine Bichtung, sondern ein Winkel." 

„1) Linien gleicher Länge sind solche, deren Längen- 
unterschied Null ist. Dafs auch die Parallellinien als Linien 
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gleicher ßichtang solche sind, deren Richtungsunterschied Null 
ist, darf man nicht als logisch evident ansehen; dieser Aus- 
spruch kann aber anschaulich evident sein/' 

Linien gleicher Richtung würden zunächst Schenkel eines 
Null winkeis sein; sie sollen aber auch parallel sein. Es handle 
sich also um eine Identität des Nullwinkels und des Streifens 
zweier Parallelen. Es wird dann das Bedenkliche dieser 
Identität ausführlich erörtert. 

„2) Gleiche Richtungen bilden mit derselben dritten gleiche 
Richtungsunterschiede^' dürfe nicht unmittelbar als richtig an- 
gesehen werden.^) Auch hier zeigt sich die Unzulänglichkeit 
des Richtungsbeweises. 

Müller fafst seine Resultate in den beiden Sätzen zusammen: 

„1) Wer mit Richtungen operieren will, darf den unend- 
lich fernen Punkt nicht verleugnen. 

2) Wer den Richtungsbeweis führt, begeht den Fehler, 
dafs er Auffassungen, welche erkannten Wahrheiten entspringen, 
als Anschauungen aufstellt, um aus ihnen die ursprünglichen 
Wahrheiten als logische Folgerungen abzuleiten." 

Wir können uns den Ausführungen Müller's im wesent- 
lichen nur anschliefsen, besonders der zweite Satz ist uns völlig 
aus der Seele gesprochen, auch wir sehen im Richtungsbeweise 
einen völligen circulus. 



^) In Schlömilch^s Geometrie des MafseB findet sich: 

Richtung a =» Kichtung h 
Richtung c = Richtung c 

Winkel ac ^^^ Winkel bc 
„weil Gleiches mit Gleichem verglichen Gleiches liefert." 
Ziegler bemerkt dazu (H. Z. III. p. 189): „Dieser verzwickte 
Ausdruck beweist die Unsicherheit des Schlusses und berechtigt zu 
folgendem Dilemma: Ist diese Vergleich ung eine Subtraktion oder nicht? 
ist Unterschied im gewöhnlichen Sinne gleich Differenz, dann kann die 
Differenz zweier Richtungen nur wieder eine Richtung (kein Winkel) 
sein, oder ist es ein neuer Begriff, dann ist Richtungsunterschied ebenso 
tautologisch als Neigung. Schon die Möglichkeit eines solchen Zweifels 
macht die Argumentation als Schleichweg verdächtig, diese hat in dem 
Mifsbranche des Gleichheitszeichens eine fatale Ähnlichkeit mit dem be- 
kannten Beweise, dafs eine Eatze drei Schwänze hat." 
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Hiermit wollen wir die Besprechung dieses zweiten Defini- 
tionsversachs für Parallelen beschliefsen. 

3) Die Geraden haben konstanten Abstand. Bei 
der Besprechung dieser Definition können wir uns ganz kurz 
fassen ; da alles Wesentliche schon besprochen worden ist^ 
besonders bei Gelegenheit von Definition 1). Sowohl in 
unserer allgemeinen Erörterung am Anfang dieses Kapitels^ wie 
bei der Besprechung der ersten Definition haben wir unsrer 
Ansicht unverhohlenen Ausdruck gegeben^ dafs wir diese Defini- 
tion wissenschaftlich für korrekt halten und für denSchulgebrancli 
für am geeignetsten. Dafs zwei Gerade^ die überall gleichen 
Abstand haben^ sich niemals treffen werden, ist anschaulich 
evident, aber auch die Winkelsätze bei einer Transversalen 
lassen sich auf Grund dieser Definition sehr leicht beweisen, 
wie das folgende Kapitel lehren wird. 

Auf Grund der Untersuchungen schlagen wir also far die 
Schule folgende Fassung für die Definition von Parallelen vor: 

Haben zwei Gerade konstanten Abstand von einander, 
so dafs sie keinen Punkt gemeinsam haben^ so heifsen 
sie parallel.^) 

An diese Definition dürfen sich dann eine Reihe voi^ 
Grundsätzen ohne weiteres anreihen. 

Nachdem so die drei Definitionen der Parallelen zur Er- 
örterung gekommen, bleibt noch übrig, der Versuche zu ge- 
denken, die gemacht worden sind, an die Stelle des Problems 
ein andres zu setzen. Nachdem man erkannt hatte, dalSs das 
Problem unbeweisbar war oder besser, daüB sein Beweis noch 
offen war, und nachdem man dies als einen vermeintlichen 
Fehler der sonst so strengen Euklidischen Geometrie anzusehen 
sich befleifsigte, tauchten eine Menge von Versuchen auf, das 
Problem entweder zu beweisen oder durch ein andres, das der 
Anschauung mehr entsprechen sollte, zu ersetzen. 

Von diesen Versuchen wandten sich die einen dahin, den 
geometrischen Ort zu konstruieren aller Punkte, die von einer 
Geraden gleichen Abstand haben. Dafs sich dafür eine Linie 
ergeben müsse, stand klar fest, aber ein strenger Beweis dafür, 



») Man vergl. H. Z. XXIII. p. 342. 
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dafs wir es hier mit einer Geraden zu thun haben^ liefs sich eben- 
sowenig erbringen, wie ein Beweis für das eigentliche Problem. 

Sehr yielseitig gestalteten sich die Versuche das Axiom, 
das sich an die Parallelenlehre anschlofs, durch ein andres 
zu ersetzen, von denen ich hier vorläufig nur einige ermähnen 
will: bei der Besprechung der einschlägigen Arbeiten wird 
sich Gelegenheit finden, näher auf die Fragen einzugehen. 

Bolyai: Durch drei Punkte, die nicht in einer Geraden 
liegen, ist stets ein Ereis möglich. 

Legendre: Durch jeden Punkt im Innern eines Winkels 
läfst sich eine Gerade ziehen, die beide Schenkel schneidet. 

Schotten: Die Winkelsumme in ebenen Polygonen ist 
konstant. 

Simon: Sind in einem Viereck drei Winkel rechte, so 
ist es auch der vierte. 

Das berühmte Axiom, das sich nun an die Parallelen- 
definition anschliefst und das den Anlafs zu den tiefsinnigsten 
Untersuchungen gegeben hat, wird allgemein als das elfte 
Axiom Euklids bezeichnet. Es ist jedoch sehr wahrscheinlich, 
dafs es nicht von Euklid als Axiom aufgestellt worden ist, 
sondern in der Form eines Postulates. Die falsche Stellung 
nimmt es in den Ausgaben Euklids seit Gregory 1703 ein^) 
(Ausnahmen Peyrard 1814, August 1826). Es lautet: Zwei 
Gerade, welche von einer dritten so geschnitten werden, dafs 
die inneren Winkel an derselben Seite der Schneidenden zu- 
sammen kleiner als zwei Rechte sind, schneiden sich, gehörig 
verlängert, an eben dieser Seite. — Wie schon gesagt sind 
die Versuche, dieses Axiom durch ein andres zu ersetzen resp. 
zu beweisen, zahlreich gewesen. Heutzutage findet man an 
seiner Stelle in den Lehrbüchern gewöhnlich den Grundsatz: 
Durch einen Punkt aufserhalb einer Geraden läfst sich zu 
dieser nur eine Parallele ziehen, ein Satz, der auch oft als 
Lehrsatz aufgestellt wird. 

Warum gerade dieses Axiom in der Reihe der übrigen 

^) Lindemann im Bd. II der Yorlesungen: Das vierte und fünfte 
Postulat sind in der ersten griechischen Ausgabe von Euklids Elementen 
(Basel 1583, Hervagius) unter die Axiome gestellt. Peyrard 1814—18 
stellte die richtige Ordnung aus den Handschriften wieder her. 

Schotten, der planimetr. Unterricht. H. 14 
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Anstofs erregte, liegt in der Natur der Sache. Die Axiome 
1 — 9 sind rein logisch, resp. Axiome der allgemeinen Gröfsen- 
lehre, daran schliefsen sich die geometrischen Axiome 10—12, 
von denen 10 und 12 anschaulich evident sind, 11 aber der 
Anschaulichkeit entbehrt, da es sich um Unendliches handelt. 
Wer die Gerade als unendlich nach beiden Seiten hin ansieht, 
für den existiert allerdings die' Frage nach dem 11. Axiom 
nicht, so dafs eigentlich das 11. Axiom nicht den Angelpunkt der 
Untersuchungen bilden sollte, sondern die Auffassung der Geraden. 

Schon im Altertume hatte man übrigens den Zusammen- 
hang des vorliegenden Problems mit der Frage nach der 
Winkelsumme ini Dreieck erkannt. Schon Proclos, Euklids 
bedeutendster Kommentator, bemerkte, dafs das 11. Axiom 
die Umkehrung sei des Satzes: In jedem Dreieck betragen 
zwei Winkel zusammen weniger als zwei Rechte, da alle drei 
erst zwei Rechte zusammen betragen. 

Gauss stellte zuerst 1792 die Behauptung auf, dafs das 
Parallelenaxiom eine Erfahrungsthatsache und folglich unbe- 
weisbar sei. Von da an datieren denn die Arbeiten, die eine 
Geometrie unabhängig vom Parallelenaxiom aufstellen. Wir 
werden Gelegenheit finden, bei der Besprechung einschlägiger 
Schriften hier und da über diese Arbeiten zu sprechen, ohne 
hier auf die Frage selbst tiefer eingehen zu müssen, da für 
die Schule die betreflfenden Untersuchungen ohne praktisches 
Interesse sind. 

Entschieden mufs nur die Frage werden, welche Stellung 
man im allgemeinen System dem Satze anweisen will, wenn 
man ihn als Axiom nicht anerkennt. Axiom ist das notwen- 
dige Minimum der Voraussetzung oder das Urteil, das auf 
den Grundbegriffen sich aufbaut ohne durch Beweise auf andre 
Urteile zurückgeführt werden zu können. Als ein derartiges 
Urteil also vermag die Schule der Nicht-Euklidiker das 11. Axiom 
nicht anzusehen, sondern sie fafst dasselbe als einen Ein- 
schränkungssatz, durch den aus der absoluten Geometrie ein 
bestimmter beschränkter Teil ausgeschieden wird, derjenige, 
den wir jetzt als Euklidische Geometrie zu bezeichnen pflegen, 
den wir besser als anschauliche Geometrie bezeichnen würden. 

Ein weiteres Eingehen erspare ich mir und komme direkt 
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auf die hierliergehörigen Arbeiten. Zunächst will ich eine 
Reihe von Abhandlungen aus Grunert's Archiv besprechen^ 
dann eine Anzahl Programmarbeiteu, die direkt unser Thema 
zum Gegenstand haben. Daran schlielsen sich die Zitate aus 
den Lehrbüchern an. 

Grunert's Archiv Bd. 8, S. 320 findet sich eine Ab- 
handlung von Matzka^ Ueber ein neues logisches Gesetz und 
seine Anwendung auf die Begründung der Parallelentheorie. 
Der Verfasser leitet seine Arbeit mit den Worten ein: 

^;Die Lehre von den parallelen Geraden hat allbekanntlich 
die hinderliche Eigenheit, dafs man, wie man es auch immer 
anfangen mag, doch jedesmal auf einen Satz stofst, der sich 
nicht in der gewöhnlichen Weise aus seinen Vorläufern, oder 
aus der Natur der in ihm verbundnen geometrischen Begriffe 
erweisen läfsf 

Die Ursache liege in der Unmöglichkeit, die einfachen 
Begriffe „Lage und Richtung" erklären oder charakterisieren 
zu können. Als Abhilfen habe man vielerlei Erklärungen 
der Parallellinien versucht, allein „es handle sich hier nicht 
um eine Sach- sondern um eine Worterklärung, d. h. eigent- 
lich um Angabe des Grundes für die Wahl einer Benennung 
einer bereits erkannten Eigenschaft zweier unbegrenzten geraden 
Linien." 

Die beiden Geraden seien 1) gleichgerichtet oder gleich- 
laufend, 2) gleichabständig. Das letztere dürfe man aber nicht 
in die Erklärung hineinnehmen. Erst wenn nachgewiesen sei, 
dafs beide Eigenschaften sich gegenseitig bedingten, dürfe man 
den Ausdruck parallel gebrauchen. 

Eine andre Abhülfe sei Grundlegung eines möglichst ein- 
leuchtenden Lehrsatzes. Hier seien die, die sich auf das 
Dreieck stützten, von vornherein zu tadeln. Im Übrigen seien 
es besonders folgende beiden: 

1) Zu einer Geraden giebt es durch jeden Punkt nur 
eine Parallele. 

2) Zwei Geraden, die zu einer dritten parallel sind, sind 
es auch zu einander. 

Der Hauptgrund für ihre Aufstellung sei die Analogie; 

doch widersprächen dem andre Analogieen. 

14* 
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,yDie dritte Abhülfe ist die Berücksichtigung des allgemein 
und streng erweisbaren notwendigen Zusammenhanges zweier 
Paare unzertrennlich zusammenbestehender Beschafifenheiten 
oder Merkmale und die daraus folgende Aufstellung der yier, 
solchen Zusammenhang umständlich und yollständig aus- 
sprechenden Sätze/' 

Der Verfasser stellt sodann einen neuen Hauptlehrsatz 
der Logik auf und wendet dieses Gesetz dann auf die Parallelen- 
theorie an. Der weitere Gang der Abhandlung ist zu aus- 
führlich, um wörtlich zitiert werden zu können, andrerseits 
entzieht sich die Arbeit einer kurzen Wiedergabe. Die „Schlufs- 
bemerkung'' lautet: 

„Nunmehr unterliegt es keinem weitern Anstände, Yor 
aller Kenntnis der Lehre vom Dreiecke, blofs durch Deckung 
von ebenen Figuren nachzuweisen, dafs durchaus getrennte 
Geraden auch durchweg gleichabständig von einander sind. 
Dann ist man berechtigt, solchen Geraden die Benennung 
parallel zu geben.^^ 

Gr. Arch. Bd. 15, p. 361 behandelt Germar „Die Wich- 
tigkeit einer richtigeja Auffassung von Thi baut's Beweise 
der Summe der Dreieckswinkel für die gesamte Blementar- 
geometrie und besonders für die Theorie der Parallelen." In 
der Einleitung heifst es: „Nach einer Aufserung des Proclos 
schreibt Eudemus den euklidischen Beweis des Satzes, dafs 
die Summe aller Dreieckswinkel gleich zwei rechten Winkeln 
sei, den Pythagoräern zu; er war also schon lange vor Euklides 
in Gebrauch." * 

Diese Beweisart gründe sich auf die Gleichheit der 
Wechselwinkel und danach habe Euklid seine Parallelen- 
definition gerichtet gegen seinen strengen, logischen Takt.^) 



^) „Nach allem sind wir gegenwärtig zn der Annahme berechtigt, 
dafs das Parallelenaxiom sich aus den übrigen Grundvoraussetzungea der 
Geometrie nicht ableiten läfst imd in der That nur als Axiom eingeführt 
werden kann. Es ist nicht gerade anzunehmen, dafs Euklid sich diesen 
modernen Anschauungen schon genähert habe; aber aus der Ordnung der 
Sätze des ersten Buches ergiebt sich zur Evidenz, dafs ihm die eigen- 
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Eine Definition der Parallelen müsse vom genus Parallellinien 
überhaupt ausgehen^ ehe sie aaf gerade Parallele ausgehe, 
„Für das genus ist aber schwerlich ein anderes Merkmal auf- 
zufinden, als daSy welches der sensus communis überall mit dem 
Parallelismus verbindet, nämlich den durchgängigen gleichen 
Abstand/' 

Der Beweis, dafs derartige Linien sich nicht schnitten, 
sei leicht, während dies umgekehrt keineswegs der Fall sei, 
nämlich, dafs gerade Linien, welche unendlich verlängert sich 
nicht schneiden, deswegen gleichen Abstand haben müfsten. 

Ebenso sei der Beweis unmöglich, dafs zwei Gerade, die 
in zwei Punkten gleichen Abstand hätten, überall gleichen 
Abstand hätten, wenn nicht vorher der Satz von der Dreiecks- 
winkelsumme unabhängig von der Parallelenlehre gefunden sei. 

Vermehrt werde die Schwierigkeit durch den unbe- 
stimmten Begriff der geraden Linie, wenn er sich auf 
die Richtung stütze. 

Von der gröfsten Wichtigkeit sei demnach der Thibaut^sche 
Beweis von der Dreieckswinkelsumme. 

Es folgt dann eine höchst umständliche Herleitung des 
Thib au tischen Satzes und der dazu nötigen Hülfssätze; auch 
die direkten Folgesätze werden aufgestellt. 

„Jetzt sind alle Vorbedingungen vorhanden, deren es be- 
darf, um zum Endziele zu gelangen, d. h. den überall gleichen 
Abstand der geraden Parallelen, und die Gleichheit 
ihrer Wechselwinkel nach Euklidischer Methode durch die 
Gleichheit der Dreiecke zu beweisen." 

Zuerst wird der Satz bewiesen, dafs zwei gerade Vertikalen 
auf einer Geraden parallel sind d. h. überall gleichen Abstand 



artige Stellung dieses Axioms bereits klar wnrde und dafs er ganz 
deutlich Sätze unterschied, die von dem Axiom anabhängig sind, und 
solche, die sich nur mit seiner Hülfe beweisen lassen. Es ist nicht un- 
wahrscheinlich, dafs bei Euklid das Motiv dieser Scheidung nur das 
Unbehagen darüber war, Sätze mit Hülfe einer nicht zu beweisenden 
Wahrheit zu begründen, deren Evidenz doch nicht unmittelbar auf der 
Hand liegt." 

Bausenberger, Euklids Elemente, aus „Berichte des Freien Deutschen 
Hochstifta", Jahrg. 1890. 
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haben; dann dafs; wenn von zwei Geraden in einer Ebene jede 
von einer dritten Geraden vertikal geschnitten wird, diese 
parallel sind. Es wird dann zu einer beliebigen Transversale 
übergegangen und zum Schlufs der Satz bewiesen, dafs bei 
gleichen Wechselwinkeln die Geschnittnen parallel sind. 



Im 18. Bd. von Grunerts Archiv giebt Hörlych einen 
„Abrifs eines Beweises für den sogenannten elften EaklidischeD 
Grundsatz^^ Dieser Beweis beruht auf der unendlichen Kon- 
struktion halbseitiger Dreiecke und teilt also diese Schwäche 
mit allen ähnlichen Versuchen. Der Herausgeber entschuldigt 
übrigens die Aufnahme des Artikels in das Archiv in einer 
Nachschrift. 

Wichtiger erscheint ein Aufsatz „üeber den zweiund- 
dreifsigsten Satz im ersten Buche der Elemente des Euklides'' 
von W. Fischer in Gr. Archiv, Bd. 28, p. 365. Auch hier 
handelt es sich um Thibaut's Beweis. Als ersten Grundsatz 
spricht er aus, dafs man einen Strahl drehen könne und daher 
auch die Lage zweier gegebenen Strahlen als Resultat einer 
Drehung ansehen könne. Die fertige Drehung heifse Winkel. 
Zusammenhang zwischen voller Drehung und vollem Winkel. 
Dem folgt Definition des gestreckten Winkels und darauf der 
Grundsatz: 

„I. Ein Strahl kann durch keine einfachere und kürzere 
Bewegung aus einer gegebnen Richtung in die entgegenge- 
setzte gelangen, als dadurch, dafs er um seinen Anfangspunkt 
einen gestreckten Winkel beschreibt." 

„11. Auf einer Ebene kann ein Strahl, der eine gegebene 
Richtung verläfst, ohne rückläufig zu werden, durch keine 
einfache und kürzere Bewegung in seine ursprüngliche Lage 
zurückkommen, als durch eine volle Umdrehung um seinen 
Anfangspunkt als Scheitel." 

Es folgt dann der Lehrsatz, dafs alle gestreckten Winkel 
gleich sind, mit einer Reihe von Zusätzen über Vollwinkel, 
hohle, erhabene, rechte etc. 

Grundsatz. „Bei zwei Strahlen, die in verschiednen 
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Richtungen yon einem Punkte auslaufen ^ ist keine einfachere 
und kürzere Bewegung aus dem einen in den anderen denk- 
bar als die Drehung, wodurch der hohle Winkel zwischen 
ihnen erzeugt wird.'' 

Daran schliefst sich dann der Lehrsatz : ,,Bei jedem Dreieck 
ist die Summe der drei Innenwinkel gleich einem gestreckten 
Winkel oder = 2RJ' 

Es wird die bekannte Schiebung und Drehung vor- 
genommen. (cCf ßj y sind die Innen-, x, y, die Aufsen- 
winkel.) 

,,An sich betrachtet ist die gesamte Drehung des Strahls 
= x + y + 0, 

Dieselbe kann aber, da sie zwar um drei verschiedene 
Punkte, jedoch fortwährend in einerlei Sinn vor sich ging, 
und da der bewegliche Strahl schliefslich in seine ursprüng- 
liche Lage zurückkam, unmöglich kleiner sein als eine volle 
Umdrehung um einen einzigen Punkt Folglich ist jedenfalls 

1) ^ + J/ + ^ nicht kleiner als 4iJ, 

obwohl man wegen Ermangelung eines gemeinschaftlichen 
Scheitels vorläufig x -{- y -{- noch nicht =42? setzen kann.'' 
Da nun a; + j/ + ;ef -f- a + /J -f- y = 6 iJ, so ist 

2) a + /J + y nicht gröfser als 22?. 

„Demnach bleibt zu beweisen übrig, dafs « + /J + y auch 
nicht kleiner als 2 2? sein kann. — Man ziehe die Verlänge- 
rungen ÄG und BH der Seiten BÄ und CB und denke 
sich einen Strahl, der seinen Anfangspunkt N in Ä und die 
nämliche Richtung wie ÄG hat. Diesen Strahl lasse man 
zunächst den Winkel GAF durchlaufen. Sobald er in AF 
angelangt ist, schiebe man ihn rückwärts so, dafs sein Anfangs- 
punkt N nach C kommt, aber der Punkt A in ihm bleibt. 

Er hat dann die Richtung CA^ mithin, weil AF die Ver- 
längerung von CA ist, noch die nämliche wie AFy weshalb 
zur Drehung GAF keine neue hinzugekommen sein kann. 
Wird der Strahl aus seiner jetzigen Lage CAF um N m C 
im vorigen Sinne weiter gedreht, so fängt er sogleich an, 
den Winkel y zu beschreiben, gelangt, wenn er y durchlief, 
in die Richtung der Seite (7jB, sowie ilirer Verlängerung BH^ 
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und wird, in CH fortgleitend, bis N auf ß kommt, einerlei 
mit BHy ohne dafs zu den Drehungen GÄF und y eine neue 
hinzugekommen wäre. Sobald er aber aus SH um ^ in £ 
die Drehung im vorigen Sinne fortsetzt, beginnt er den 
Winkel HBD zu beschreiben, und langt, wenn er diesen 
durchlaufen hat, in BD an. OiBTenbar ist die gesamte 

A A 

Drehung des Strahls = GÄF + y -f- HBD, Da aber der 
Strahl aus der Richtung AG in die entgegengesetzte BD kam^ 
so ist es unmöglich, dafs seine gesamte Drehung kleiner sei 
als eine halbe Drehung um einen einzigen Punkt; folglich ist 

GÄF +y + HBD, oder wegen GÄF= a, HBD = ß 
3) a + /* + y nicht kleiner als 2 R. 

Aus 2) und 3) geht hervor 

cc + ß + y = 2R. 

Der Verfasser ist auf den zweiten Teil seines Beweises durch 
eine Notiz in Grelle' s Übersetzung von Legendre's Geo- 
metrie gekommen und sucht die Schärfe des Beweises in den 
aufgestellten Grundsätzen und der Verknüpfung der beiden Teile. 



Schon bei den einleitenden Worten dieses Kapitels er- 
wähnte ich einer Arbeit von Grunert, „Über den neuesten 
Stand der Frage von der Theorie der Parallelen", die sich im 
47. Bande von Gr. Arch. S. 307 findet und auf die wir nun- 
mehr näher einzugehen haben. Es heilst da: 

„Alle Parallelentheorien bewegen sich wenigstens zunächst 
um das berühmte elfte Axiom des Euklid, dem man allge- 
mein, und gewifs mit vollem Rechte, die zu einem Grundsatze 
erforderliche Evidenz abgesprochen hat/* 

Es wird dann das elfte Axiom im Wortlaut mitgeteilt. 
Hierzu sage Klügel: „Allerdings kann man dem Satze die 
Stelle unter den Grundsätzen streitig machen. Doch konnte 
Euklid auch nicht ihn in die Reihe anderer scharf erwiesener 
Sätze bringen. Er hat ihn also, um einen Ausdruck aus der 
Kant'schen Philosophie zu borgen, als einen synthetischen 
Satz a priori unter die Grundsätze gestellt. Der Satz enthält 
eine Eigenschaft der geraden Linie, welche sie von den krummen 
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unterscheidet, ob man gleich sie nicht aus der Natur derselben 
durch eine Verbindung mit anderen Sätzen herleiten kann, 
weil sie unmittelbar in ihr liegt. Proklus setzt den Grund- 
satz unter die Postulate." 

Mit dem Grundsatz stehe und falle die Parallelentheorie. 
Man habe versucht andere Erklärungen und Grundsätze auf- 
zustellen, dabei sei aber die Schwierigkeit immer dieselbe 
geblieben. Aufs engste hänge aber die Schwierigkeit in der 
Theorie der Parallelen mit dem Satze von der Winkelsumme 
im Dreieck zusammen. 

Es komme darauf an, klar und bestimmt auszusprechen, 
worin man die Schwierigkeit der Parallelentheorie finde. Diese 
ist nach Grunert's Ansicht folgende: 

„Läfst sich unter Zugrundelegung der eukli- 
dischen Definition der Parallelen, mit Hülfe der nie- 
mals angefochtenen und angezweifelten Grundsätze 
des Euklides, aber mit Ausschlufs des elften unter 
denselben, ferner mit Hülfe der ohne dieses Axiom 
in aller Strenge beweisbaren und bewiesenen Pro- 
positiouen I bis XXVI des ersten Buches der Ele- 
mente des Euklides die Lehre von den Parallelen in 
aller Strenge begründen oder nicht?" 

In den letzten Jahren sei die Frage in den Hintergrund 
getreten gewesen, ja die franzosische Akademie solle sich ein- 
schlägige Arbeiten verbeten haben. Nun sei neuerdings durch 
die Veröflfentlichung des Briefwechsels Gauss-Schumacher 
die Frage wieder in Flufs gekommen. Gauss habe darin auch 
auf die fast vergessenen Arbeiten Lobatschewsky's und der 
beiden Bolyai's aufmerksam gemacht und sich im wesentlichen 
damit einverstanden erklärt. Grunert empfiehlt die Arbeiten 
HoüeFs,^) will aber in der vorliegenden Abhandlung vor- 



^) 1. i^tudes g^om^triqueH sur la th^orie des parallMes par N. J. 
Lobatscbewsky; traduit de TAllemand par J. Hoüel. Saivi d*un extrait 
de la Gorrespondance de Gauss et de Schumacher. Paris 1866. 

2. Essai critique snr les principes fondamentaux de la G^om^trie 
^l^mentaire , ou Commentaire sar les XXXII premi^res positions des 
]filämens d'Euclide, par J. Hoüel. Paris. 1867. 
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zugsweise auf Legendre's^) schone Beweise näher ein- 
gehen. 

Der Gang des Beweises schliefst sich nun völlig an 
Legeudre's Beweisgang an und es ergeben sich folgende zwei 
Sätze als Resultate: 

„A. Die Summe der drei Winkel eines ebenen 
Dreiecks kann nicht gröfser sein als zwei rechte 
Winkel, dieselbe kann nur ebenso grofs oder kleiner 
als zwei rechte Winkel sein." 

„B. Wenn nur in irgend einem ebenen Dreiecke 
die Summe der drei Winkel zwei Rechte beträgt, so 
beträgt in völliger Allgemeinheit in allen ebenen 
Dreiecken ohne Ausnahme die Summe der drei Winkel 
zwei rechte Winkel, und ist also eine den Wert 2U 
habende konstante Gröfse." 

Man scheine sich darüber einig zu sein, dafs die apriorische 
Erkenntnis mit diesen beiden Sätzen ihr Ende erreiche und 
nur die Erfahrung zu weiterer Beantwortung übrig bleibe. 
Alle Messungen hätten nun — je nach dem Mafse ihrer Ge- 
nauigkeit — die Thatsache, dafs die Winkelsumme des Drei- 
ecks zwei Rechte betrage, sehr wahrscheinlich gemacht. Mit 
der gröfsten Wahrscheinlichkeit gelte daher der Satz: „In 
jedem ebenen Dreieck ist die Winkelsumme gleich zwei rechten 
Winkeln.*' Auf ihm baue sich — mit der gemachten Ein- 
schränkung — die Geometrie auf. Hieran schliefse sich dann 
der Beweis des elften Axioms, sowie der damit zusammen- 
hängenden Sätze. 

In einer Nachschrift spricht sich Grüner t dahin aus, 
dafs die Nichteuklidische Geometrie von der Schule fern zu 
halten sei. 

Schliefslich behandelt noch Worpitzky unsre Frage im 
Bd. 55 von Gr. Arch. p. 417 in der Abhandlung „über die 
Grundbegriffe der Geometrie." Er stellt das Axiom auf: „Es 
giebt kein Dreieck, in welchem jeder Winkel kleiner ist, als 



^) 1. M^moires de l'Acaddmie des Sciences. T. XII. p. 369. 
2. filemens de G^omdtrie (3. bis 8. Auflage). 
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ein beliebig klein gegebener Winkel," das er dem elften Axiom 
aus verschiedenen Gründen vorzieht. Legendre's Nachweis, 
dafs die Winkelsumme nicht gröfser als 2JB sei, erkennt er 
als völlig streng an, schliefst daraus, dafs ein Dreiecks- 
aufsenwinkel nicht kleiner sein kann, als die Summe der 
beiden Dreieckswinkel an den anderen Ecken, woraus folgt, 
dafs kein Dreieck, in dessen Felde ein anderes Dreieck liegt, 
eine gröfsere Winkelsumme hat als das letztere. 

„Giebt es daher irgend ein Dreieck, dessen Winkelsumme 
einem gestreckten Winkel gleich ist, so gilt dasselbe von allen 
Dreiecken. — Denn durch das Aneinanderlegen von vier Drei- 
ecken, welche dem erstgedachten kongruent sind, kann man 
ein neues Dreieck mit derselben Winkelsumme beschaffen und 
durch Wiederholung dieses Verfahrens das Feld eines solchen 
Dreiecks so grofs machen, dafs ein beliebig gegebenes Dreieck 
ganz hineinfallt und aus diesem Grunde keine kleinere Winkel- 
summe besitzt." 

Hieraus läfst sich nun ableiten, dafs die Winkelsumme 
im Dreieck einem gestreckten Winkel gleich sein mufs. 



Hiermit sind die Arbeiten in Gr. Arch., die diesen Gegen- 
stand behandeln, erledigt; doch findet sich, was nicht uner- 
wähnt bleiben möge, in zahlreichen Rezensionen noch oft 
Gelegenheit, die vorliegende Frage zu erörtern, und es bieten 
besonders die Rezensionen des jetzigen Herausgebers der Zeit- 
schrift viele anregende Bemerkungen. 

Von erwähnenswerten Abhandlungen mögen an erster 
Stelle genannt werden die in den „Göttinger Anzeigen" 1816 
am 20. April besprochenen von Schwab (Berlin 1814) und 
Metternich. Es heifst in der Besprechung, die Lücke der 
Unbeweisbarkeit der Parallelentheorie bestehe thatsächlich. 
Schwab habe schon vor 15 Jahren einen ähnlichen Versuch 
veröffentlicht, indem er alles auf den Begriff von Identität 
der Lage zu stützen suchte. Nach seiner Erklärung seien 
Parallellinien solche Gerade, die einerlei Lage haben. Sie 
müssen von einer dritten Geraden notwendig unter gleichen 
Winkeln geschnitten werden, weil diese Winkel nichts anderes 
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seieD; als das Mafs der Verschiedenheit der Lage dieser dritten 
Linie von den Lagen der beiden Parallelen. 

Hier liege im wesentlichen derselbe Versuch vor. Nach 
Schwab sei Lage ein blofser Verhältnisbegriff (Situs est 
modus ; quo plura coexistunt vel iuxta se existunt in spatio). 
Man könne wohl sagen, dafs zwei Gerade Sl und S5 eine ge- 
wisse Lage gegen einander hätten, die mit der gegenseitigen 
Lage zweier Geraden S und S) einerlei sei. Aber Schwab 
gebrauche das Wort Lage in seinem Beweise als absoluten 
Begriff, indem er von Identität der Lage zweier nicht koinzi- 
dierender Geraden spreche. 

Diese Bedeutung sei leer, wenn nicht Identität bestimmt 
werde und gesagt sei, woran wir sie erkennen. 

Soll sie an der Gleichheit der Winkel mit einer dritten 
erkannt werden, so stehe damit noch nicht fest, ob diese 
Gleichheit auch bei jeder beliebigen Transversale statthabe: 
solle die Gleichheit der Winkel mit jeder Geraden das Kri- 
terium sein, so wisse man wieder nicht, ob gleiche Lage ohne 
Koinzidenz möglich sei. 

Ein grofser Teil der Schrift wende sich gegen Kant und 
behaupte, die Gewifsheit der Geometrie beruhe nicht auf An- 
schauung, sondern auf Definitionen und auf dem principium 
identitatis und dem principium contradictionis. 

Dafs von diesen logischen Hülfsmitteln zur Einkleidung 
und Verkettung der Wahrheiten in der Geometrie fort und 
fort Gebrauch gemacht werde, habe wohl Kant selbst nicht 
leugnen wollen: aber es sei sicher, dafs sie für sich ohne 
lebendige Anschauung nichts zu leisten vermöchten. 

Der Versuch Metternich's wird nicht günstiger be- 
urteilt. 

Sehr gelobt dagegen wird in den „Göttinger Anzeigen" 
Jahrg. 1822 die Schrift von Carl Richard Müller, Theorie 
der Parallelen; nur befinde sich ein schwacher Punkt in 
Artikel 15 auf S. 15. 

Der Verfasser gehe von einem gleichschenkligen Dreieck 
aus, bei dem jeder Basiswinkel gröfser als der Winkel an der 
Spitze ist. Es werde dann der Winkel von der Spitze am 
einen Schenkel angetragen, der gefundene Abschnitt des 
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anderen Schenkels auf diesem Schenkel abgetragen, wieder der 
Winkel an der Spitze angetragen u. s. f. — Es werde behauptet, 
dass die Stücke auf den Schenkeln eine abweichende Pro- 
gression bilden. Der Beweis des Verfassers sei apagogisch, in- 
dem er die übrigen möglichen Fälle, wenn der Lehrsatz nicht 
wahr wäre, aufzähle und die ünstatthaftigkeit eines jeden 
zu erweisen versuche. Verfasser behaupte nämlich, dafs unter 
jener Voraussetzung einer von folgenden 5 Fällen statthaben 
müsse. Die aufeinander folgenden Stücke wären 

1) alle einander gleich, 

2) jedes nachfolgende gröfser, 

3) einige gleich und das nachfolgende grofser oder kleiner, 

4) einige aufeinander folgende nähmen fortschreitend ab 
und die darauf folgenden fortschreitend zu, 

5) sie seien abwechselnd gröfser oder kleiner. 

In dieser Aufzählung sei der mögliche Fall übergangen, 
dafs die Stücke anfangs fortschreitend zu- und dann fort- 
schreitend abnähmen; dies sei der wichtigste Fall und seine 
Erledigung die eigentliche Lösung. 

Man könne einwenden, dafs er analog dem dritten Falle 
sei. Aber der Beweis dieses Falles sei gerade verfehlt, indem 
ganz willkürlich angenommen werde, dafs bei allen gleich- 
schenkligen Dreiecken mit a an der Spitze und gröfserem 
Winkel an der Basis, wenn mit ihnen die angeführte Kon- 
struktion vorgenommen werde, die Folge der abgeschnittenen 
Stücke notwendig dieselbe sein müsse, eine Annahme, die 
doch unmöglich als von selbst evident angesehen werden 
dürfe. 

De undecimo Euclidis Axiomate iudicium. Auctpre Andrea 
Jacobi. — Jena 1824. — 

Nach einer kurzen Einleitung, die feststellt, dafs auch in 
den Fundamenten der Mathematik eine unsichere Stelle sei,^) 
erörtert der Verfasser zuerst den Begriff Axiom. 

^) Lambert 1786 in „Leipziger Magazin für reine und an- 
gewandte Mathematik*': „Die Frage selbst betrifft nämlich weder die 
Wahrheit noch die Gedenkbarkeit des elften Enklidischen Grandsaizes, 
sondern sie bezieht sich blofs darauf, ob dieselbe aus den Euklidischen 
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„Axioma est propositio categorica, iu qua semper notiones 
fundamentales yel simplicissimae inter se iunguntur, simulqae, 
quae yeritas insit eiusmodi coniunctioni, indicatur.'^ 

Dann wird featgestellt^ was theorema bedeute. 

y^Theorema est propositio categorica; in qua semper no- 
tiones compositae inter se iunguntur^ simulque, quae insit 
eiusmodi coniunctioni veritas, indicatur/* 

An diesen Erklärungen prüft der Verfasser den Satz 
Euklids und kommt zu dem Resultat, dafs er zu den Lehr- 
sätzen gehöre. Drei Methoden der Abhülfe gebe es: ein neues 
(anderes) Axiom, eine andere Definition der Parallelen, eine 
andere Definition der geraden Linie.*) Müller mache fünf 
Klassen der Versuche, was aber nicht richtig sei; Voit drei 
Klassen. 

La folgenden Werken fände sich eine neue Definition der 
Parallelen, nämlich als Linien von konstantem Abstand. Zu- 
gleich hielten die Verfasser diese Definition „per se claram 
atque a nemine in dubium vocari posse putarunt/^ 

Wolfius, Elementa matheseos universae. Tom. L Halae 
1730. 

Bezout, Cours de mathematiques. 

Bossut, Traite elementaire de Geometrie. — Paris 1777. 

Andreae Taquet, elementa Euclidea geometriae planae 
ac solidae etc. — Romae 1745. 

Petri Rami. Arithmet. libri duo, geometriae XXVII. a 
Lazaro Schonero recogniti. Francofurti 1599. 

Postulaten mit Zuziehung sein er übrigen Grundsätze ia richtiger Folge 
hergeleitet werden könne.** Damit scheint uns in der That der Kern- 
punkt der Frage getroffen. 

^) Hier werden zitiert: 

Yoitius, Percursio conatuum demonstrandi parallelarum theoriam 
de iisque iudicium. Gottingae 1802. 

Ausführliche evidente Theorie der Parallellinien herausgegeben von 
Johann Wolfgang Müller, Nürnberg 1819. — 

Conatuum praecipuorum theoriam parallelarum demonstrandi re- 
censio. Gottingae 1763. Kluegel. 

Wahl, Dissertatio mathematica symbolas ad epicrisin theoriamm 
parallelas spectantium continens. Jenae 1823. — 
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Behn, Dissertatio de linearum parallelarum proprietatibus 
nova ratione demonstratis. — Jenae 1761. 

Gataldo, Opusculum de lineis rectis aequidistantibus et 
non aequidistantibus. Bononiae 1603. 

Lud icke, Versuch einer neuen Theorie der Parallel- 
linien im Zusammenhange mit den Grundlehren der Geometrie. ^ 
Meifsen 1819. 

Metternich, Vollständige Theorie der Parallellinien. 
Mainz 1822. 

Ouvrier, Theorie der Parallelen. Leipzig 1808. 

Jacobi ist durchaus anderer Ansicht und hält die De- 
finition eher für einen Lehrsatz. 

Unter denen, die einen Beweis für nötig halten, sei zuerst 
Clavius (1607) zu nennen. Sein Beweis sei aber wenig 
tauglich. 

Robert Simson (1806) gebe ein neues Axiom, das aber 
der aufgestellten Definition des Verfassers nicht entspreche. 

Ebenso wenig glücklich sei der Versuch Kircher's 
(Adolph Kircher, Nouvelle theorie des paralleles avec un 
appendice contenant la maniere de perfectioner la theorie des 
paralleles de A. M. Legendre. Paris 1803), 

Auch Vit. Giordano da Bitonto (Euclide restituto 
overa gli antichi elementi geometrici ristaurati e facilitati, 
Romae 1680) bemühe sich vergeblich einen Beweis zu liefern, 
indem er von der Definition ausgehe, parallele Geraden seien 
solche, die sich weder näherten noch sich von einander ent- 
fernten. 

Fried r. Gottlob Hanke (Principia theoriae de infinito 
mathematico et demonstratione possibilitatis parallelarum. 
Lipsiae 1757) verdiene gar keine Beachtung. 

Ebenfalls nehme der Versuch Schweikart's (Die Theorie 
der Parallellinien nebst dem Vorschlage ihrer Verbannung aus 
der Geometrie, Jena und Leipzig 1807) einen schiefen Aus- 
gang; sein Beweis gehe von dem Satze aus, in jedem recht- 
winkligen Viereck seien die gegenüberliegenden Seiten gleich. 

Es sei also keinem Mathematiker, der von der Aqui- 
distanz ausgegangen, gelungen, diese Linien wirklich als 
gerade nachzuweisen. Daher sei diese Definition zu verwerfen. 



I 
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Auch die Definition, die von den gleichen Winkeln bei 
einer Transversalen ausgehe, (Vavignon, Elemens des Mathe- 
matiques. Paris 1731) sei als ungenügend schon von Kluegel 
und Voit nachgewiesen. 

Der Verfasser geht nun über zu den Versuchen, ein neues 
. Axiom an die Stelle des fraglichen zu setzen. Hier sind zu 
nennen: 

Proclus, In commentariis in lib. I elementorum Euclidis. 
— Basileae 1533. 

Koenig, Elemens de Geometrie contenant les six premiers 
livres d'Euclides, mis dans un nouvel ordre et ä la portee de 
la jeunesse. — Hagae Com. 1758. 

Lorenz, Grundrifs der reinen und angewandten Mathe- 
matik. Helmstaedt 1791. 

Schwab, Tentamen novae parallelarum theoriae notione 
Situs fundatae. — Stuttgardiae 1801. 

Müller, Ausführl. evidente Theorie der Parallellinien.— 
Nürnberg 1819. 

Das Axiom des Proclus lautet: 

„Duas lineas rectas mutuo sibi incidentes inde a puncto 
secandi magis magisque a se recedere, ita quidem, ut earum 
distantia tandem fiat infinite magna.'' 

Koenig: „Wenn eine Gerade eine von zwei Parallelen 
schneidet, mufs sie auch die andere schneiden.'' 

Lorenz: „Jede Gerade durch einen Punkt zwischen den 
Schenkeln eines Winkels mufs hinreichend verlängert auch 
den anderen Schenkel schneiden." 

Schwab: „Zwei Gerade, die gleiche Lage gegen einander 
haben, sind auch gegen eine dritte gleich geneigt." 

Schon Kluegel und Hoff mann hätten gezeigt, dafs diese 
Sätze keine Axiome seien. Aber auch Müller's Axiom sei 
kein solches. 

Es bleibe also noch die dritte Klasse übrig, nämlich die 
Klasse derjenigen, die einen Beweis des Euklidischen Satzes 
versucht hätten. Ausführlicher sollen nur die besprochen wer- 
den, die den Euklidischen Satz ersetzt haben durch den anderen, 
dafs in jedem Dreieck die Summe der Winkel zwei Rechte 
betrage. Hierher gehören: 
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Legendre, Elemens de Geometrie. Paris 1802. 
Hauff, Archiv der reinen u. angew. Mathemat. 9. Heft. 
1799. Num. VI. 

Thibaut, Grundrifs der reinen Mathematik, ed. HI. 1818. 
Göttingea. 

Wolfs Anfangsgründe der reinen Elementar- und höheren 
Mathematik. — Marburg 1818. (Anonym.) 

Ob sie ihren Zweck erreicht hätten, könne man aus Hof- 
niann's und Wohls Abhandlungen sehen. Verfasser will die 
Fehler dieser Theorieen nicht noch einmal darlegen.^) 
Weitere Versuche rühren her von 

Karsten, Mathesis theoretica atque sublimior. Rostock 
1760. 

Hofmann. 

Malezieu, Elemens de Geometrie. — Paris 1721. 
Nasarradinus. 

Lambert' s Versuch sei fast identisch mit dem des 
Saccherius (Euclides ab omni naevo vindicatus etc. Mediolani 
1733). 

Kaestner's (Anfangsgründe etc. 1792, S. 204) mit dem 
von Schmidt (Anfangsgründe der Mathematik. Frankfurt am 
Main 1797, — S. 131). 

Segner, Elementa; Halae 1756. 
Lacroix, Elemens etc. Paris 1803. 
Hausen, Elementa matheseos. Lipsiae 1734. 
Pardies, Elemens etc. Hagae Com. 1705. 
Clairaut, Elementa geometrica. — Paris 1741. 
Sauveur, Geometrie elementaire. — Paris 1753. 
Camus, Elemens de geometrie. — Paris 1750. 
Bo SCO wich, Elementa universae math. — Romae 1752. 
Walliaius, opera. — 

„parvi vel nullius sunt momenti^'« 

Jacobi geht dann näher auf Crelle's Arbeit ein, die 
ungefähr auf dieselben Prinzipien sich stütze, wie die von 



^) Auch Lambert habe in seiner Theorie der Parallellinien in dem 
Leipziger Magazin für reine und angewandte Mathematik 1786 dies hin- 
reichend nachgewiesen. 

Schotten, der planimetr. ünterrioht. IL 15 
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LacroiX; und auf Bürger's Theorie. Beide seien verfehlt, 
ebenso die Abhandlung Yon Baucker (mufs wohl heifsen 
Paucker). 

Demnach seien alle Versuche als verfehlt zu bezeichnen. 
Bei der Lektüre aber seien ihm neue Ideen zur Parallelen- 
theorie gekommen, die er nuK mitteilen wolle. Dabei geht 
Jacobi auf die gleiche Richtung der beiden Geraden zurück. 
Interessant ist hier noch eine philologische Untersuchung über 
die Bedeutung des Wortes „Parallelen", je nachdem TcaQd mit 
Genetiv, Dativ oder Accusativ konstruiert augesehen werde. 



Hörn, Parallelenproblem. — Glückstadt 1837. (Progr.) 
Der Verfasser sieht die Schwierigkeit, das Parallelen- 
problem zu beweisen, darin, dafs sich „eine Verbindung des 
Endlichen und Unendlichen findet." Geht man von den end- 
lichen Winkeln aus, so ist der Beweis leicht, nicht aber um- 
gekehrt, wo man von der Unendlichkeit ausgeht. „Hier ist 
der Standpunkt des Ausgangs nicht fest", daher die Beweis- 
versuche in eine unendliche Reihe auslaufen. 

„Weniger strenge Beweise gingen von einem andern Be- 
griffe der Parallellinien aus, indem sie dieselben definierten 
als solche, die beständig einen gleichen Abstand von einander 
* haben. Allein abgesehen davon, dafs die Konstruktion, also 
die Möglichkeit solcher Linien nicht von ihnen nachgewiesen 
ward, konnten sie nicht darthun, dafs alle Nichtparallelen 
schneidende sind, worauf es doch vorzüglich ankam. Es blieb 
ihnen immer das Gespenst der nicht sich schneidenden Kon- 
vergenten übrig, welches kein Zauberstab bannen konnte." 

I. 

Versuche, den Knoten zu lösen. 

Erste Methode. Werden zwei Gerade von einer dritten 
geschnitten, so dafs ein Winkel ein rechter, der andre ein 
spitzer ist, so müssen sich die Linien nähern. 
Beweis durch immer kleinere Perpendikel.^) 
Daran schliefst sich der Beweis, dafs die Linien sich 

^) Nach einer Fufsnote aus: Hoffmann, Die Elemente des Euklid. 
— Man vergl. Schweikart, Theorie der Parallellinien. 
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sclmeidcn müssen. — Es folgt dann die Verallgemeinerung 
(XI. Axiom). — Hörn widerlegt diese Beweisart. Es gehe 
erstens der Beweis yon der Anschauung aus, zweitens handle 
es sich dabei um eine unendliche Annäherung, wodurch der 
Zweck nicht erreicht werde. 

Zweite Methode. In jedem Dreieck beträgt die Winkel- 
summe zwei rechte Winkel. 

Nachweis, dafs nicht gröfser und nicht kleiner als 2JB 
Dach Legendre. 

Auch diese Beweise leiden daran, dafs sie in einer un- 
endjichen Annäherung bestehen. 

Dritte Methode. Wenn man auf den Schenkel eines 
halben rechten Winkels eine Linie zweimal anträgt, so ist ein 
Perpendikel von dem Endpunkt dieser Linie auf den anderen 
Schenkel gröfser als die gegebene Linie. ^) 

Auch hier ist wieder die unendliche Annäherung störend. 
Dann aber kommt hinzu, dafs für die inneren Winkel = 2 JB 
zwar sich beweisen läfst, dafs die Geraden sich nicht schuei- 
dcD, aber nicht, dafs sie immer gleichen Abstand haben. 

Vierte Methode. Wenn zwei Parallellinien geschnitten 
werden, so sind die Wechselwinkel gleich etc. 

Beweis stützt sich auf die Gleichheit der Lote. Hierzu 
bemerkt Hörn, dafs er den Beweis nur anführe, weil er sich 
iu vielen Lehrbüchern des vorigen Jahrhunderts fände. 

Dies sind die vier Hauptwege. Auch andre Versuche. 
,;Von Aufgaben ist man z. B. ausgegangen, ohne zu bedenken, 
dafs iu der Aufgabe nur ein Beweis des Möglichen, nicht aber 
des Notwendigen liegt." 

IL 

Versuche, den Enoten zu zerhauen. 

„Man stellte entweder 1) als Grundsatz auf, dafs, wenn 
zwei gerade Linien einer dritten parallel wären, sie unter sich 
parallel sein müfsten; oder 2) dafs durch einen Punkt nur 
eine Linie mit einer andern parallel gezogen werden könne; 
oder 3) behauptete man, der Euklidische Grundsatz sei in 
einer einfacheren Gestalt ein solcher." 



^) Ebenfalls nach Hoff mann. 

15 
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Erste Methode, (Nach Grunert's Lehrbuch der ebenen 
Geometrie.) Für die Schule resp. den Anfönger gute Dar- 
stellung; aber nicht streng wissenschaftlich. Der Fehler liegt 
daran, dals Gruuert parallele Linien und sich nicht schnei- 
dende identifiziert^ worin gerade die Schwierigkeit beruht. 

Zweite Methode. (Nach TellkampTs Vorschule der 
Mathematik.) Auch diese weist Hörn als unberechtigt zurücL 

Dritte Methode. (Nach Hessling, Theorie der Parallel- 
linien.) ,,Wenn GH und CD von JN geschnitten werden und 

die Winkel CML+GLM<2B sind, so ist GLJ>CML, 
welches sich sehr leicht «beweisen lafst. Da nun der gröfsere 

Winkel GLJ nicht in dem kleineren CML enthalten sein 
kann, so mufs GH die CD schneiden.*^ 

Obwohl sehr einfach, erfülle er seinen Zweck nicht. 

„Da nun bis jetzt alle Beweise für die Paralleltheorie 
gescheitert sind . . . ., so fragt es sich: Wie soll man es mit 
der Parallelentheorie halten? Betrifft die Frage den Unter- 
richt, so ist die Antwort nach dem Staudpunkte verschieden. 
In den mittleren Klassen eine einfache Methode; in den höheren 
gestehe man den Mangel eines Beweises offen ein. Betriffi 
aber die Frage die Wissenschaft, dann kann die Antwort nur 
eine Forderung sein, das Problem zu lösen.'* 

Verfasser zweifelt an der Möglichkeit und hält „den Satz, 
sowie alles, was sich auf ihn stützt, für eine Hypothese, deren 
Gültigkeit für unser Leben freilich hinreichend durch die Er- 
fahrung dargethan wird, deren allgemein notwendige Richtig- 
keit aber ohne Absurdität bezweifelt werden könnte." 



J. St. Mill, System der deduktiven und induktiven Logik, 
übersetzt von Th. Gomperz. Leipzig 1884. (L Originalausgabe 
1843.) 

II p. 361: „Man nimmt an, dafs es giebt . . . . z. B. 
Parallellinien und dafs diese Linien überall gleichweit von 
einander abstehen." 

Hierzu findet sich folgende Anmerkung: „Die Mathe- 
matiker haben es gewöhnlich vorgezogen, Parallellinien nach 
der Eigenschaft zu definieren, dafs sie in derselben Ebene 
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liegen und niemals zusammentreffen. Dies macht es jedoch 
notwendig; noch als ein weiteres Axiom irgend eine andere 
Eigenschaft paralleler Linien anzunehmen; und das Un- 
genügende in der Art; wie Eigenschaften zu diesem Zwecke 
von Euklid und andern gewählt werden, galt stets als der 
wundeste Fleck der Elementargeometrie. Auch als eine bloiise 
Worterklärung ist die Aquidistanz zur Bezeichnung von 
Parallellinien geeigneter, da es die Eigenschaft ist, die wirk- 
lich in der Bedeutung des Namens enthalten ist.*) Wenn in 
derselben Ebene liegen und niemals zusammen treffen alles 
wäre, was wir unter ,,parallel sein'' verstünden, so würden wir 
es nicht ungereimt finden, zu sagen, dafs eine Kurve ihrer 
Asymptote parallel ist.*) Die Bedeutung von Parallellinien 
ist: Linien, die genau dieselbe Richtung verfolgen und die 
daher niemals weder einander näher kommen noch sich von 
einander entfernen — eine Vorstellung, welche die Betrachtung 
der Natur uns ohne Weiteres darbietet. Dass die Linien nie- 
mals zusammentreffen werden, ist natürlich in dem umfassen- 
deren Satze enthalten, dafs sie überall gleichweit entfernt 
sind. Und dafs irgend welche gerade Linien, die in derselben 
Ebene liegen und nicht äquidistant sind, gewifs zusammen- 
treffen werden, läfst sich in der strengsten Weise aus der im 
Text angenommenen Grundeigenschafb gerader Linien beweisen, 
dafs sie nämlich, wenn sie von demselben Punkte ausgehen, 
ohne Ende immer mehr und mehr auseinander gehen.'' 



P. Märcker, Theorie der Parallellinien. — Meiningen 
1846. 

Der Verfasser giebt zuerst eine genaue Darstellung der 
Geraden und der Ebene, sowie der Beziehungen dieser beiden 
Raumgebilde. Daran schliefst sich die Definition der krummen 
Linien, § 13—15 Planimetrie, § 16—21 die Winkellehre, 
§ 22 — 24 einiges vom Kreise, § 25 — 43 von den geradlinigen 

^) Man vergl. meine Ausführungen weiter oben, sowie die Fufsnote 
auf S. 204 No. 8. 

') Danach würden auch zwei beliebige Kreise, die sich nicht 
schneiden, parallel sein; während in Wahrheit doch nur konzentrische 
Kreise in derselben Ebene als parallel bezeichnet werden dürfen. 
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Figuren. — Nun kommt der Abschnitt ;,Von den Parallel- 
linien." 

§ 44 Erklärung: „Zwei Gerade in derselben Ebene, die, 
soweit man sie auch verlängern mag, nie einander schneiden, 
heifsen Parallelen/' 

Zusätze. 1) Zwei Lote auf einer Geraden sind parallel. 

2) Konstruktion. 

3) Auf derselben Seite. ^) 

§ 45. Wenn zwei Geraden, auf entgegengesetzten Seiten 
einer dritten, mit dieser parallel sind, so sind sie einander 
parallel. 

§ 46. „Wenn auf dem einen Schenkel irgend eines spitzen 
Winkels ein Lot auf der inneren Seite errichtet wird, so 
schneidet dies genugsam verlängert den andern Schenkel/' 

Hieran schliefsen sich eine Beihe von Sätzen über 
Parallelen. 

§ 59. „Parallelen haben überall gleichen Abstand. Zus. 
Lote zwischen Parallelen sind gleich.^' 

Daran schliefsen sich § 60 und 61 die Sätze von der 
Winkelsumme im Dreieck. 



Schulz, über die Theorie der Parallellinien. Königsberg 
i. d. Neumark 1846. 

§ 1 und 2 enthalten einleitende Betrachtungen. 

§ 3. 1) Man hat, an einer rein geometrischen Losung 



^) Hierzu bedarf man der Erklärungen des § 16 : „Von zwei Ge- 
raden, die nur einen Punkt, der kein Endpunkt ist, gemein haben, liegen 
die durch diesen Punkt getrennten Stücke einer jeden auf entgegen- 
gesetzten Seiten der andern. 

Erkl. a) Solche Geraden schneiden sich. (Durchschnittsponkt, Treff- 
punkt.) 

b) Wenn von zwei Geraden jede ganz auf derselben Seite der 
andern liegt, so heifst die Seite einer jeden, worauf die andere liegt, 
die innere, und die, worauf die andere nicht liegt, die ftufsere. — 
(Entsprechende, gleichnamige Seiten.) 

c) Eine Gerade, die über beide Endpunkte hinaus, soweit es die 
Ebene gestattet, verlängert wird, teilt diese in zwei Teile, und keine 
in der einen befindliche Linie kann in den andern sich erstrecken, ohne 
die Gerade zu schneiden." 
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gänzlich verzweifelnd, die Stützen anderswoher zu nehmen ge- 
sucht. Hierher gehören die Beweise 

a) durch den Satz vom zureichenden Grunde, 

h) vermittelst der Einführung des unendlich Kleinen, 

c) vermittelst der Drehung. 

2) Rein geometrische Versuche, aber nur näherungsweise, 
selbst ohne Nachweis, dafs man auf dem angefangenen Wege 
zum Ziele gelangen könne. 

3) Man hat andre Erklärungen, als die Euklidischen, von 
Geraden, Parallelen und Winkeln gegeben. 

4) Man hat einen andren Grundsatz aufgestellt, der der 
unmittelbaren Anschauung näher liegt — oder was richtiger * 
wäre, welcher zugleich aus den Euklidischen Erklärungen von 
selbst folgt. 

5) Der letzte Weg endlich ist der, dafs man gerade 
darauf ausgeht, entweder jenes ungenügende Axiom selbst 
als Lehrsatz zu beweisen oder einen andern Satz, aus welchem 
jenes Axiom, sowie die übrigen Sätze der Parallelentheorie 
streng logisch folgen. 

Die meisten Lösungen gebe es zu 2), 1) und 3), während 
4) und 5) noch ungelöst seien. 

§ 4. Verfasser geht näher auf den Beweis 1, a) ein und 
weist nach, dafs der unbewiesene Satz eingeschmuggelt sei, 
dafs, wenn der innere Winkel gröfser sei als der entsprechende 
äufsere, sich die Geraden schneiden. 

1, b) entziehe sich völlig der einfachen, unmittelbaren 
Anschauung, auf welche allein Euklid sein System aufbaue. 

1, c) sei nicht rein geometrisch. Aufserdem liege ein 
Fehler in der Amiahme, dafs wenn zwei Linien von einer 
dritten unter gleichen Winkeln geschnitten werden, sie auch 
von jeder beliebigen andern unter gleichen Winkeln geschnitten 
würden. ^) 

§ 5. Auch der Beweis 2) sei nicht streng; er könne die 
Sätze höchstens plausibel machen. 



^) Nur für die durch die Mitte der ersten Transversalen gehenden 
Transversalen sei ein strenger Beweis ohne Hülfe der Parallelentheorie 
möglich. 
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§ 6. Der dritte Weg legt andere Erklärungen^) zu Grunde. 
Hier fragt es sich, welches sind die einfachsten geometrischen 
BegriflFe? 

Unmittelbar unsrer Anschauung gegeben sei der Raum, 
er ist also keiner weiteren Erklärung auf geometrischem Ge- 
biete fähig. Durch Unterscheidung, Begrenzung gelangen wir 
zu Neuem. 

Als unterschieden im Räume seien nun für unsere An- 
schauung — und zwar unmittelbar — nur gegeben die drei 
Normal-Richtungen*) seiner Ausdehnung, die Dimensionen 
Länge, Breite, Höhe. Diese Namen seien subjektiv. Je nach- 
. dem man nun eine, zwei oder alle drei Richtungen zugleich 
setze, erhalte man Linie, Fläche, Körper. Mit den Dimensionen 
sei zugleich die gerade Linie und die rechtwinklige Lage der 
Axen gegeben. Der Punkt als ausdehnungslose Grenze der 
Linie sei die Negation aller Ausdehnung. 

Mit diesen Erklärungen will nun Verfasser den im § 3 
bezeichneten vierten Weg einschlagen. Er stellt folgende 
neue Grundsätze auf: 

„1) Nähern sich zwei Geraden, bis sie sich schneiden, 
so entfernen sie sich vom Schnittpunkt ab ebenso wieder von- 
einander, aber in umgekehrter Lage. 

2) Nähern sich zwei Gerade, so kann sich dies nicht 
ändern, ohne dafs sie sich geschnitten haben.'' 

Hierauf baue sich nun die Parallelentheorie ganz streng 
so auf: 

1) Die Summe der Winkel im Dreieck ist nicht gröfser 
als 2 B. 

2) Werden zwei gleiche Lote auf derselben Geraden er- 
richtet und ihre Endpunkte m und n verbunden, so entstehen 
bei m und w gleiche Winkel. 

3) Treffen zwei Gerade a und b eine und dieselbe dritte c 



^) Erklären heifst, die einfacheren Elemente des Erklärten aufweisen 
— und bei den eigentlichen Sacherklärungen, die Entstehungsweise aus 
diesen Elementen nachweisen. (Die Erklärung mufs auf so einfache 
Elemente zurückgehen, die als unmittelbar in unserm Wesen beruhend 
nicht mehr auf einfachere zurückgeführt werden können.) 

*) Richtung liegt unmittelbar in unsrer Anschauung. 
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senkrecht, so sind die Lote (m und w), zwischen a und b in 
gleicher Entfernung von c errichtet, einander gleich. 

4) In demselben Falle von No. 3 kann das Lot m (= n) 
nicht kleiner sein als das Lot c (d. h. als das zwischen a 
und h enthaltene Stück der dritten Linie), weil sonst ein 
Viereck mehr als 4 B enthielte.^) * 

5) In demselben Falle (oder auch, gleiche Wechsel- oder 
gleiche Gegenwinkel, oder supplementäre innere Winkel vor- 
ausgesetzt) haben a und h überall gleiche Entfernungslote. 

Mit diesem letzten Satze sei bekanntlich die ganze Schwie- 
rigkeit der Parallelen-Theorie gehoben. 



Du deck, Versuch einer folgerechten Durchführung der 
Lehre von den parallelen Linien.^) — Hohenstein 1847. 

Es sei zu beweisen: 
entweder: „Zwei Geraden können eine solche Lage haben, dafs 

ihre senkrechten Abstände in allen Punkten gleich sind.^^ 
oder: „Zwei Geraden, die auf einer dritten senkrecht stehen, 

stehen auch gemeinsam auf einer vierten senkrecht." 
oder: „*Der elfte Euklidische Grundsatz". 

Der Verfasser wendet sich 1) zu, indem er von Senk- 
rechten bei einem spitzen Winkel ausgeht. 



Schmeisser, Kritische Betrachtung einiger Grundlehren 
der Geometrie, wie sie in den meisten Lehrbüchern vorkommen. 
- Frankfurt a/0. 1851. 

2) Verfasser rechnet den Parallelismus zu den „ursprüng- 
lichen Anschauungen a priori", ßilschlich Begriffe genannt. 
Definition sei nicht möglich. „Jede einfache Vorstellung ist 
einer Definition^) nicht fähig, aber auch nicht bedürftig." 

^) Hier steckt der Grandsatz, der an die Stelle des 11. Azioms tritt. 

'^ Als Litteratur wird angegeben: Hill, Geschichte und Kritik der 
Parallelentheorieen. Lnndae 1844. 

^) „Der einzige Zweck einer Definition ist, einen denkbaren Gegen- 
stand durch Angabe der den Begriff desselben konstituierenden Merk- 
male zur Erkenntnis zu führen.** 

Vergl. Kant, Kritik d. r. Vernunft, p. 316. — Fries, System der 
Logik, p. 36; 273. 
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7) Auch der „Parallelismus" eine Grundvorstellung. 
Schon 6 e min US erkläre die Parallelen für ein Linien- 
gebilde, eine Grund Vorstellung wie Kreis, Ellipse etc. (Auch 

Proklus.)0 

8) Proklus in Bd. IV. p. 93 seines Kommentars: 

,,Bei den Parallelen sind drei eigentliche Merkmale anzu- 
nehmen, welche sowohl ihr Wesen an sich bestimmen, als 
auch umgekehrt stattfinden. Sie gelten nicht nur alle drei 
zugleich, sondern auch jedes abgesondert von den übrigen. 
Das eine ist, dafs wenn eine Gerade die Parallelen schneidet 
die Gegenwinkel einander gleich sind; das zweite, dafs die 
innem zwei Rechten gleich; das letzte, dafs der äufsere dem 
ihm gegenüberliegenden (Wechselwinkel) gleich ist. 

Denn jedes dieser Merkmale gehörig dargestellt zeigt, 
dafs gerade Linien parallel sind/^ 

Verfasser bespricht dann, nachdem er den Winkel erörtert 
hat, die geometrischen Grundsätze, deren er 3 formelle und 
3 materielle aufstellt.^) 

15) Das elfte Axiom sei ein Einschiebsel eines Unge- 
schickten. Über das ganz unnütze Ding, worüber schon seit 
langer Zeit viel Unnützes geschrieben worden sei, noch etwas 
zu sagen, sei nicht der Mühe wert. 

16) Das zwölfte Axiom sei auch kein Satz, weil das Prä- 

^) Man vergl. J. J. J. Hoff mann, Kritik der Parallelen. Jena 
1817. — Allg. Lit. Zeit. v. 1817. Ergänz. Bl. 121; S. 962. — Lam- 
bert's Briefwechsel deutscher Gelehrten. Bd. I. p. 23. 

«) A) Formelle. 

1) Zwischen zwei Grenzpunkten ist nur eine gerade aber unzählig 
viele kmmme Linien denkbar. 

2) Durch zwei Punkte ist die Lage oder Eichtuug einer geraden 
Linie bestimmt; zu der einer krummen aber sind mehrere Bestimmunga- 
stücke nötig. 

3) Gerade Linien, ebene Flächen und gerade EOrperräume können 
nicht in sich selbst zurücklaufend gedacht werden, aber krumme. 

B) Materielle. 

1) Zur Begrenzung einer Linie sind mindestens zwei Punkte; 

2) zur Begrenzung einer Ebene drei Gerade nötig, aber nur eine 
oder zwei Gerade und eine Krumme oder auch nur eine Krumme. 

3) Die Begrenzung eines Körperraums erfordert mindestens vier 
ebene Flächen etc. 
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dikat darin die Bedingung der Möglichkeit der Begrenzung 
einer Fläche blos verneine. 

Die Euklidischen „Axiome" seien überhaupt sämtlich keine 
„Axiome", sondern nur „allgemeine Aussprüche". 

Im Abschnitt III spricht Schmeisser Über die logische 
Anordnung der Lehren der Elementargeometrie. Der Parallelis- 
mus wird ganz am Anfang abgehandelt. 



Krueger „üeber die Lehre von den Parallelen, namentlich 
in Bezug auf neuere Lehrbücher.^) — Bromberg 1852. 

Verfasser geht aus von Euklids Definition und stellt dann 
folgende Klassen von Beweisversuchen auf: 

1) Man suchte das elfte Axiom direkt zu beweisen. 

2) Man stellte einen andern Satz als Grundsatz auf. 

3) Man suchte Lehrsätze, die sich bei Euklid auf die 
Parallelenlehre stützen, unabhängig davon zu beweisen und 
darauf die Sätze von den Parallelen zu gründen. 

4) Man gab andere Definitionen von Parallelen, aus 
deuen man entweder mit einem Grundsatz oder ohne einen 
solchen die Eigenschaften dieser Linien ableitete. 

Folgende Definitionen seien neu aufgestellt worden^): 

1) Eine Linie ist parallel mit einer Geraden, wenn alle 
ihre Punkte von der Geraden gleichweit abstehen. 

2) Zwei Gerade, welche gleiche Entfernung von einander 
haben, sind parallel. 

3) Zwei Geraden sind parallel, wenn sie mit einer dritten 
sie schneidenden gleiche Winkel in demselben Sinne bilden. 

4) Zwei Gerade sind parallel, wenn sie gleiche (dieselbe) 
Lage haben. 

5) Zwei Gerade sind parallel, wenn sie gleiche (dieselbe) 
Richtung haben. 



^) Man vergl. S. Sohnke, Die Parallelen, in Encyklopädie von 
Erscli und Gruber. 

^ Hoff mann, Kritik der Parallelentheorieen. "Jena 1817. — Gil- 
berts Geometrie nach Legendre. — Bertrand, Legendre, Thibaut. 
Grunerts Archiv Bd. 15. 
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Zuerst bespricht Verfasser Legendre's Theorie und giebt 
seine Beweise wieder, dann verschiedne andre Versuche.^) 

In den neueren Lehrbüchern seien die drei letzten Defini- 
tionen bevorzugt; so gebe von Swinden die dritte. E. Gottfr. 
Fischer (Berlin 1833) gehe von der zweiten Definition aus, 
ähnlich verfahre Schlömilch. Es komme immer noch ein 
Grundsatz hinzu. Alle hätten den Begriff der gleichen oder 
ungleichen Richtung. 

Verfasser kritisiert die verschiednen Beweisversuche und 
verfällt dabei in den groben Fehler, Richtung mit Ziel zu 
verwechseln. 

Es werden ferner kritisiert Snell, der sehr abfallig be- 
urteilt wird, Eos sack (desgl.); Schmeisser (desgl.), Koppe, 
Nagel. 

Verfasser vermifst überall die nötige Strenge, wie sie sich 
bei Euklid finde (Kunze ausgenommen). Durch einige 
Änderungen in der Reihenfolge der Sätze und Definitionen 
sei Euklids Darstellung zu retten. Die Definition der Parallelen 
müsse auf Satz 27 folgen, das elfte Axiom nach Satz 17. 

,,Aber ich glaube, dafs die Strenge der geometrischen 
Methode weniger in der vollkommnen Evidenz der Grundsätze 
selbst liegt, welche doch immer eigentlich Lehrsätze sind, 
aber für einen gewissen Standpunkt als erste gelten müssen; 
als vielmehr in der Art und Weise, wie die ersten Sätze 
angewendet werden: in der Sicherheit und Geschicklichkeit, 
mit welcher die Lehrsätze und Aufgaben auf die Definitionen, 
Axiome und Postulate zurückführt werden. Und in dieser Be- 
ziehung müssen Euklids Elemente als Muster von geometrischer 
Strenge und Evidenz gelten." 



Schulz, Theorie der Parallellinien. — Königsberg 1854 
Zuerst rekapituliert der Verfasser seine frühere Abhand- 
lung (s. 0.) und verbreitet sich dann ausführlich über Gerade 
und Richtung, die er ,.im wesentlichen" identifiziert. § 5 



^) Kunze (sehr anerkennend); Wulff; Brettner; Klügel; Ramus; 
Streit; Wiegand. 



- 237 — 

handelt von dem „Abhängigkeitsverhältnis zwischen Winkel- 
gröfse und Schenkelrichtung*'. Hier finden sich folgende Sätze: 

,^aben zwei Geraden keinen Punkt gemein, so kann die 
Verschiedenheit oder Gleichheit ihrer Richtungen nicht un- 
mittelbar erkannt werden, sondern mittelbar mit Hülfe einer 
dritten." 

„Weichen zwei Geraden unter gleich grofsen Winkeln von 
einer und derselben dritten nach derselben Seite hin ab, dann 
haben diese zwei Geraden eine gegenseitig gleiche Richtung." 

§ 6 bringt dann eine Lösung nach der dritten Methode 
(vergl. die frühere Abhandlung), § 7 eine Lösung nach der 
vierten Methode, indem an Stelle des Euklidischen Axioms 
das folgende aufgestellt wird: „Nähern sich zwei Gerade, so 
müssen sie im Annähern verharren, so lange sie an derselben 
Seite nebeneinander herlaufen". 

§ 8 giebt dann einen Rückblick. 



Lotz, Ueber die Theorie der Parallelen, i) — Fulda 1862. 
I) Euklids Lehre. 

n. 

Sätze aus andren Theorieen. 

Erste Gruppe. 

1) Sind die von zwei bei. Punkten einer geraden Linie 
auf eine zweite gefällten Senkrechten gleich, so stehen sie 
auch auf der ersten Geraden senkrecht und schneiden von 
beiden gleiche Stücke ab. 

2) Steht eine von irgend einem Punkte einer Geraden 
auf eine zweite gefällte Senkrechte auch auf der ersten senk- 
recht, so mufs auch jede andere von der ersten auf die zweite 
gefällte Senkrechte auf der ersten senkrecht stehen und der 
ersten Senkrechten gleich sein; auch die Stücke auf der Geraden 
sind gleich.^) 

3) Sind die von zwei Punkten einer Geraden auf eine 
zweite gefällten Senkrechten ungleich, so bilden sie mit der 



*) Vergl. Ho ff mann, Kritik der Parallelentheorie. Jena 1817. — 
Elügel, Göttingen 1763. 
*) Beweis aus 1. 
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ersten Geraden innere Gegenwinkel, von denen der an der 
gröfsern Senkrechten spitz, der an der kleinem aber sein 
stumpfer Supplementwinkel istj) 

4) Bildet eine von irgend einem Punkte einer Geraden 
auf eine zweite gefällte Senkrechte mit der ersten ungleiche 
Nebenwinkel, so ist jede andere von irgend einem Punkte der 
ersten Geraden auf die zweite gefällte Senkrechte gröfser 
oder kleiner als die erste, je nach der Lage des Punktes.^) 

5) Werden zwei Gerade von bei. vielen andern durch- 
schnitten, und sind von den Gegen- und Wechsel winkeln, 
welche jene beiden mit einer bei. von diesen bilden, irgend 
zwei korrespondierende oder Wechselwinkel gleich oder zwei 
Gegenwinkel Supplemente, so gilt dies auch bei den übrigen 
durchschneidenden Linien. *) 

Zusatz: Die drei Winkel eines Dreiecks betragen zusammen 
zwei Rechte. 

6) Wie in 5, nur ungleich.*) 

7) Werden zwei Gerade von bei. vielen andern durch- 
schnitten und bildet eine der schneidenden mit einer Richtung 
der durchschnittnen Linien innere Gegenwinkel, die kleiner als 
zwei Rechte sind, während die andern von der ersten Geraden 
gleiche Stücke abschneiden und auf der zweiten senkrecht 
stehen, so müssen diese in der oben angegebenen Richtung 
aufeinander folgenden Senkrechten um gleiche Stücke abnehmen 
und auf der zweiten Geraden gleiche Stücke abschneiden. 

Zusatz 1. Schneidet man von dem einen Schenkel eines 
Winkels Stücke ab, die sich verhalten wie 1:2:3:4.... und 
fällt von ihren Endpunkten Senkr. auf den andren Schenkel, 
so verhalten sich diese Senkr. und die von ihnen auf dem 
andern Schenkel abgeschnittnen Stücke wie 1:2:3:....^) 

Zusatz 2. In jedem Schenkel eines jeden, wenn auch 
noch so kleinen Winkels läfst sich immer ein Punkt nicht 
nur so bestimmen, dafs die von ihm auf den andern Schenkel 



^) Beweis aus 1. (Hülfslinien nnd Kongruenz von Dreiecken.) 

*) Beweis indirekt aus 1 und 3 oder direkt aus 1. 

^) Beweis mit Hülfe von Satz 2. (Kongruenz von Dreiecken.) 

*) Beweis ans der Winkelsumme im Viereck. 

^) Beweis unmittelbar aus dem Hauptsatz, 
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gefüllte Senkr. gröfser wird als jede geg. Linie, sondern auch 
so, dafs die Senkrechte vom andern Sehenkel ein Stück ab- 
schneidet, welches gröfser ist als jede geg. Strecke.^) 

III. 

1 bis 4 sind Hauptsätze, 5 und 6 Verallgemeinerungen, 
7 mit seinen Zusätzen Anwendungen auf spezielle Fälle. 

Alle Sätze problematisch, da der erste problematisch. 

Es wird dann gezeigt, dafs sich von allen Sätzen immer 
nur ein Teil beweisen läfst. Legendre's Beweis von Zusatz zu 
5 wird u. a. auch als circulus nachgewiesen. 

IV. 
Neue Gruppe von Sätzen: 

8) Sind die von zwei Punkten einer Geraden auf eine 
zweite gefällten Lote einander gleich, so mufs ihnen auch 
jedes andere von der ersten auf die zweite geföllte Lot 
gleich sein.^) 

9) Sind die von drei Punkten, die auf derselben Seite 
einer Geraden liegen, auf diese gefällten Lote gleich, so geht 
jede durch zwei dieser Punkte gezogne Gerade auch durch 
den dritten.^) 

10) Sind die von zwei Punkten einer Geraden auf eine 
zweite gefällten Lote gleich und liegt ein dritter Punkt auf 
derselben Seite der zweiten Geraden wie die erste, aber nicht 
in der letzteren, so mufs das von ihm auf die zweite Gerade 
gefällte Lot kleiner oder gröfser sein als jedes der beiden 
ersten je nach der Lage.*) 

Zusatz: Die drei Eckpunkte eines Dreiecks können nicht 
gleichweit von einer Geraden entfernt sein. 

11) Sind die von zwei Punkten einer geraden Linie auf 
eine zweite gefällten Lote einander gleich, ist aber die von 
einem dritten Punkte, welcher auf derselben Seite der zweiten 



^) Aus Zusatz 1. 

') Beweis aus 1 und 2 oder aus 1 allein, umgekehrt: Beweis von 
1 aus 8. 

^) Beweis aus 1 oder ans 8. — Beweis von 1 aus 9, von 8 aus 9. 
*) Beweis aus 1 und 4. — Beweis aus 9, 9 indirekt aus 10. 
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Linie liegt wie die ersten, auf die zweite Linie gefällte Senkr. 
gröfser oder kleiner als jede beiden gleichen ersten, so kann 
dieser dritte Punkt nicht in der ersten geraden Linie liegen, 
und zwar muTs er zwischen beide gerade Linien oder aufser- 
halb derselben fallen^ je nach der Länge des Lots.^)* 

12) Sind zwei von einer Geraden auf eine zweite ge- 
fällte Lote ungleich, und ist ein drittes Lot auf der zweiten 
Geraden einer der beiden ersteren gleich, so mufs der End- 
punkt des dritten Lotes zwischen beide Geraden oder aufser- 
halb fallen je nach der Länge. ^) 

13) Sind zwei Lote ungleich, so ein drittes ebenfalls un- 
gleich je nach der Lage.^) 

14) Sind zyfei resp. Lote ungleich, so werden die Lote 
von dem grofsren nach dem kleinern hin immer kleiner, umge- 
kehrt gröfser.*) 

V. 

Kritische Betrachtung. 

Clavius nimmt Satz 9 als Grundsatz an. — Verschiedne 

andre suchen ihn zu beweisen. — Dabei werden offen oder 

verdeckt irgendwelche von den in III. und IV. geg. Sätzen 

benutzt. 

VI. 

Anwendung auf die Parallelentheörie. 

VII. 
Zwei neue Wege: neue Grundsätze oder neue Definitionen. 

Erste Gruppe. 

1) Vom ersten oder letzten Schnitt. 

Weder Kästner, der den Grundsatz des ersten oder letzten 
Schnitts aufstellte, noch die Anwender haben ihn als bestimmten 
Satz hingestellt. 



^) Beweis ans 1 und 3 oder indirekt aus 9 und 10 oder direkt 
allein aus 9 oder direkt aus 8. — 11 indirekt aus 8. 

*) Beweis aus 1 und 3 oder aus 11 und 10. — 8 und 11 folgen, 
8 indirekt, 11 direkt, aus 12. 

^) Beweis aus 3 und 4, 12 und 10, 8 indirekt aus 13. 

*) Beweis aus 13. 
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E^ werden nun die Grundsätze des letzten und ersten 

Schnitts aufgestellt.^) 

2) Der Grundsatz der ersten oder letzten Senkrechten 

(von Legendre). 

Zweite Gruppe. 

3, a) Wenn zwei Gerade auf der nämlichen Ebene einerlei 
Lage gegeneinander haben, so haben sie auch die nämliche 
Lage gegen jede dritte Gerade.^) 

3, b) Wenn zwei Gerade gegeneinander verschiedene Lage 
haben, so haben sie auch verschiedene Lage gegen jede dritte. 

Was heifst einerlei Lage gegeneinander haben? 

4, a) Wenn zwei Gerade eine gleiche Richtung haben, so 
müssen beide auch gleiche Richtung gegen jede andere Linie 
haben. 

4, b) Zwei Gerade, die keinen Richtungsunterschied haben, 
können auch keinen Richtungsunterschied gegen irgend eine 
andre Gerade haben. 

Bezout und Thibaut bewegten sich im Zirkel. 

Keiner von den Sätzen dieser Gruppe kann zu der vollen 
Gewifsheit erhoben werden, welche die Mathematik erfordert. 

Dritte Gruppe. 

5) Zwei Gerade, welche derselben dritten parallel sind, 
müssen auch untereinander parallel sein. 

6, a) Eine Gerade, welche eine von zwei parallelen Geraden 
durchschneidet, mufs auch die andre durchschneiden. 

6, b) Durch einen Punkt aufserhalb einer Geraden läfst 
sich mit dieser nur eine Parallele ziehen. 

Vierte Gruppe. 

7) Durch einen innerhalb eines hohlen Winkels liegenden 
Punkt läfst sich immer eine Gerade ziehen, welche beide 
Schenkel schneidet. 

8) Jede Gerade, welche durch einen innerhalb eines hohlen 



^) Es handelt sich um das Yerschieben einer Geraden auf den 
Schenkeln eines Winkels und die Lage der Schnittpunkte. 
*) Von Schwab herrührend. 

Schotten, der planimetr. Unterricht. II, 16 
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Winkels liegenden Punkt geht) schneidet wenigstens den einen 
Schenkel des Winkels.^) 

Verfasser giebt nun seine Parallelentheorie, die er auf die 
Winkeldefinition (unendl. EbenstQck) stützt. 

Parallelen sind solche gerade Linien , die mit derselben 
dritten, der Bichtungslinie, gleiche korrespondierende bilden. 

Satz I. Parallelen schneiden sich nicht. 

Satz n. Nichtparallele Linien schneiden sich und zwar 
auf der Seite der Bichtungslinie, auf welcher ein äufserer 
Winkel gröfser ist als sein innerer korrespondierender.^) 

Satz IIL Linien, welche sich nicht schneiden, sind in 
Bezug auf jede Bichtungslinie parallel. 

Satz IV. Über schneidende. 



Thiermann, Geometrische Abhandlung über Erklärungen, 
Forderungen und Grundsätze nebst einer elementaren Begrün- 
dung der Lehre von den parallelen Linien. — Gottingen 1862. 

Nach ausfuhrlicher Behandlung des Begriffes „Grundsatz" 
spricht sich Verfasser dahin aus, dafs der zehnte, elfte und 
zwölfte Grundsatz Euklids zu den Lehrsätzen geboren. P. Voit 
wolle den Zusammenhang zwischen dem elften Axiom und 
dem 17. Lehrsatz entdeckt haben. Das sei nicht richtig. 
Schon Proclus sage Lib. 3. pet. 5: eins (petitiones) conversum 
Euclides etiam tamquam theorema ostendit. Auch Borellios 
weifs das. (Vergl. Eucl. restit. p. 38.) 

Verfasser spricht sich gegen die philosophischen und be- 
sonders gegen die mathematischen Versuche aus, das elfte 
Axiom durch eine ganze Beihe andrer zu ersetzen. — Trotz- 
dem seien diese Arbeiten nicht ohne Wert. — Falsche Defini- 
tion der Parallelen. 

Hinweis auf J. J. J. Hoffmann und E. Eülp. 

Borellius: Et patet, haue passionem esse valde remotam 
et incomprehensibilem. nam extensio illa infinita ad utramque 
partem absque concursu concipi non potest; neque conveniens 



*) Darch einen Punkt zwischen den Schenkeln eines Winkels läfst 
sich keine Gerade ziehen, die nicht wenigstens einen Schenkel schneidet. 
') Dazu 4 Beweise. 
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est, ut a passione remota difficili, et non evidenter cognita 
deducantur in propos. 27, 28, 29 aliae passiones magis mani- 
festae.^) 

,,Eine negative Definition ist also jedenfalls zu vermeiden; 
denn entweder ist sie nicht bestimmt oder, sollte sie dies 
sein, so kann sie eine positive Form annehmen/' 

Verfasser acceptiert die Definition des Posidonius: Parallele 
Linien sind solche, die überall gleiche Abstände haben. ^) 

Der Nachweis der Darstellbarkeit solcher Linien ist noch 
nicht geliefert.*) 

Begründung der Lehre von den Parallelen. 

Bä±äC] DB±Bä. 

Es wird zunächst gezeigt, dafs wenn BD und ÄC auch 
nur bei einer kleinen endlichen Strecke gleichweit von ein- 
ander abstehen, sie überhaupt parallel sind.*) 

Dann wird gezeigt, dafs gleich anfangs die beiden Geraden 
parallel sind. Der übrige Gang ganz wie bei Euklid. Schliefsl. 
XL Axiom. 

Die wichtigsten Versuche, gleichweit abstehende Linien 
nachzuweisen. 

Clavius schliefst aus der Definition der Geraden, dafs eine 
Linie, deren sämtliche Punkte von einer Geraden gleichen Ab- 
stand haben, eine Gerade ist. — Die Analogie mit dem Kreis 
wird noch ausgeführt. 

Borellius schliefst sich an Olavius an, definiert Parallele 
als Geraden von gleichem Abstand. 

Ebenso Kircher; J. K. J. Hauff; Bossut. 



Saccherius stelle drei Hypothesen auf vom rechten, 
stumpfen und spitzen Winkel, und wolle zeigen, dafs die 
zweite und dritte falsch sind. Der Versuch sei als mifslungen 
zu bezeichnen. 



*) Müller, Ausführliche und evidente Theorie der Parallellimen. — 
Nürnberg 1819. 

*) Einwurf des Ign. Hoffmann. 

^) Einwurf des Hieron. Saccherius. 

*) Vergl. Clavius; Kircher; J. Hoflftnann. 

16* 



- 244 — 

Robert Simson: Eine gerade Linie kann nicht erst einer 
andern geraden Linie näher kommen und sich dann von der- 
selben entfernen, ohne sie vorher geschnitten zu haben d. s. w. 
(Grundsatz.) 

Metternich kurz abgewiesen. 

J. G. Schwab gründet seinen angeblichen Beweis auf die 
Identität der Lage; Herbert auf die der Richtung. 



Witfce^ Die Parallelentheorie und die Definition des 
Winkels. — Wolfenbüttel 1867. 

Eine Begründung der Parallelentheorie mufs sich stützen 
auf die Begriffe: gerade Linie und Winkel. 

Sehr eigentümliche Definitionen: ,;Der ebene Winkel ist 
ein Teil einer Ebene, der von zwei beliebigen Richtungen 
eines Punktes in derselben begrenzt ist."^) 



Fresenius, Die psychologischen Grundlagen der Raum- 
wissenschaft. — Wiesbaden 1868. 

Im § 10 kommt der Verfasser auf die Parallelen zu 
sprechen, von denen es drei Erklärungen gebe, 

a) Geraden ohne Schnittpunkt, 

b) Geraden mit konstantem Abstand, 

c) Geraden von gleicher Richtung. 

Was die erste Erklärung betreffe, so sei sie der Vor- 
stellung nicht zugänglich; aufserdem sei dies eine negative 
Eigenschaft. Die zweite Erklärung beruhe auf einer abge- 
leiteten Eigenschaft« — Was schliefslich die dritte Erklärung 
anlange, so sei zu bemerken, dafs Gleichheit nur bei Gröfsen 
möglich sei. Hier komme der Konflikt zwischen Quantität 
und Richtung zum Austrag. Richtung sei kein quantitativer 
Begriff, aber sie sei der Veränderung, Bewegung (Drehung) 
fähig und diese Veränderung sei vermehrbar oder ver- 



^) Bertrand, D^veloppement nouveau de la partie ^lämentaire des 
mathämatiques. — Genäve 1778. Schulz-Königsberg, Entdeckte Theorie 
der Parallelen. 1784. 
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minderbaTy also quantitativer Natur, daher der Messung zu- 
gänglich.^) 

Bei diesen Betrachtungen gelte es, die Richtung von ihrem 
Ausgangspunkte in der Vorstellung abzulösen. 

Man habe in einer Geraden von verschiedenen Aus- 
gangspunkten identische Bichtung. Nun nehme man gleiche 
Drehungen vor, dann habe man sicher auch gleiche Rich- 
tungen.^) Die neuen Schenkel seien parallel. 

Mit dieser Ableitung der Parallelen sei zugleich die Vor« 
Stellung der gleichen Winkel mit der Schneidenden gegeben. 
Auch die Zugehörigkeit der Parallelen zu einer Ebene liege 
schon in dieser ihrer Genesis. 



A. Dauber, Die Grundlagen der Mathematik. — Helm- 
stedt 1871. 

Der Verfasser kommt im Verlauf seiner sehr lesenswerten 
Abhandlung auch auf die uns hier interessierenden Fragen zu 
sprechen. 

Die verschiedenen Geraden können quantitativ gleich sein, 
der Unterschied der Lage also nur in qualitativer Beziehung. 
Dieser qualitative Unterschied heilst ihre Richtung. 

„Gerade von gleicher Richtung heifsen parallel." Der 
Richtnngsunterschied zweier Geraden von verschiedener Rich- 
tung, durch Drehung um den Schnittpunkt innerhalb der Ebene 
erzeugbar, heifse Winkel. 

„Der Winkel als der anschauliche Ausdruck der voll- 
zogenen Richtungsänderung enthalt zwar an sich nur formelle 
Eonstruktionselemente, hat aber doch den Charakter einer 
Gröfse (virtuelle Raumgröfse)." 

Man könne nun von der Gleichheit der Richtungen rück- 
schliefsen auf den gleichen Unterschied gegen jede dritte. 



*) Man yergl. unsere Ausfuhrnngen in Kapitel I, § 1 und in 
Kapitel 11. 

*) Denn es gelten die logischen Axiome: 
„1) Gleiches wird durch die nämlichen Veränderungen in wieder 
Gleiches verwandelt.'* 

„2) Was darch die nämlichen Veränderungen zu Gleichem ge- 
worden ist, moTs vorher gleich gewesen sein.** 
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A. Ger mann, Stadien zur Lösung der Parallelentheorie. 
— Ehingen 1872. 

Nach einer Reihe yon geometrischen Axiomen und Er- 
klärungen, wie z. B. der Baum ist unterschiedslos; d. h. durcli 
eine einfache Lagenänderung ohne Veränderung yon Ent- 
fernungen findet keine Änderung der geometrischen Eigen- 
schaften statt, geht Verfasser von Kugel und Ejreis aus, kon- 
struiert die Ebene als geometrischen Ort der Schnittkreise 
kongruenter Kugelflächen und gelangt so zu den Eigen- 
schaften der Ebene. Die Gerade ist der Schnitt zweier Ebenen. 
Berührung zwischen Geraden und Ebenen ist unmöglich. Dann 
folgen die Sätze über die parallelen Ebenen und Geraden, die 
darauf ausgehen, dafs parallele Ebenen überall gleichweit you 
einander abstehen. 

Vering, Über die Definitionen des Winkels und der 
Parallelen. — Neufs 1872. 

Verfasser verteidigt zuerst die Einführung der Bewegung 
in die geometrischen Betrachtungen und wendet die Bewegung^) 
an, um „mittelst derselben zu klarer Auffassung und richtiger 
Erkenntnis der Raumgebilde" zu gelangen. 

Auch bei den Parallelen komme man mit Grofsenver- 
gleichung nicht aus; es müsse der Begriff der Richtung, also 
Bewegung hinzugezogen werden. 

Drei mögliche Definitionen der Parallelen gebe es, die 
sich aus ihren Eigenschaften ergeben: 

1) Parallele schneiden sich nicht. 

2) Parallele haben gleichen Abstand. 

Diese Erklärung habe zwei Vorzüge; sie sei erstens 
posirtv und zweitens bleibe sie im Endlichen. 

3) Zwei Gerade heifsen parallel, wenn sie mit einer 
dritten nach derselben Seite hin gleiche Winkel bilden. 

Hier müsse die dritte Linie als bestimmt vorausgesetzt 
werden. 

Die Parallelenlehre müsse zwischen der Winkel- und 



*) Bewegung natürlich ohne Rücksicht auf Stoff, Kraft und Zeit. 
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Dreieckslehre abgehandelt werden. Es liefsen sich noch fol- 
gende Definitionen aufstellen: 

4) Zwei Gerade, welche in einer Ebene gleiche Richtung 
haben, heifsen parallel. 

5) Zwei Gerade heifsen parallel, wenn die eine sich ohne 
Drehung in die Lage der andern bringen lälst. 

Obwohl der Verfasser die Schwäche dieser Definition, die 
doch die Parallelverschiebung implicite enthält, erkennt, giebt 
er ihr doch den Vorzug Tor den anderen, weil nur eine 
Richtung in Betracht zu ziehen ist, und entwickelt aus ihr 
die in den andern Definitionen berührten Eigenschaften in 
Form von Lehrsätzen. 

Leinemann^ Die Theorie der parallelen Geraden. — 
Münster 1874. 

A. Die bisherigen Theorieen. 

Verfasser spricht sich gegen die Erklärung des Nicht- 
schneideus aus. — Das Nichtschneiden sei z. B. bei Kurven 
durchaus kein Grund für ihre parallele Lage — und will von 
dem überall gleichen Abstand ausgehen. 

Andre erklärten eine parallele Gerade als eine solche, 
welche ohne eine Schwenkung zu machen in die Lage einer 
andern übergehen könne. 

Die Dreieckslehre sei vor der Parallelenlehre abzumachen, 
weil der Ausgangspunkt naturgemäfs von drei Geraden und 
zwar von drei sich schneidenden Geraden sei. (Der Parallelen- 
fall ein spezieller.) — Aus pädagogischen Gründen werde aber 
der andere Weg eingeschlagen. 

B. Versuch einer naturgemäfsen und rationellen Theorie. 
I. Fundamentierende Sätze über rechte Winkel und Nor- 
malabstände. 

Hier werden die Sätze abgehandelt, dafs es in einem und 
von einem Punkte nur ein Lot gebe, dafs das Lot dem 
spitzen Winkel der schrägen gegenüberliegt. Ferner 

„Sind von zwei an der nämlichen Seite einer Geraden 
liegenden Punkten aus Senkrechte auf dieselbe herabgelassen, 
so bildet die Verbindungslinie dieser Punkte Winkel mit den 
Senkrechten, deren Summe gleich zwei Rechten isi'^ 
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Dieser Satz, der also das Axiom enthält, das als Ersatz 
des elften von Simon z. B. aufgestellt wurde, wird mit Hülfe 
von Drehung nach Art des Thibaut'schen Beweises be- 
wiesen. 

„Wenn zwei von einer Geraden auf eine andre herab- 
gelassene Lote gleich sind, so bilden sie auch rechte Winkel 
an den Ausgangspunkten/^ 

Beweis durch Umklappen um ein gedachtes Mittelloi 

„Wenn zwei Verbindungslinien zweier Geraden lauter 
rechte Winkel mit ihnen bilden, so sind die ersteren gleich.^ 

Indirekter Beweis. 

„Eine begrenzte Gerade hat lauter gleiche senkrechte 
Abstände von einer Geraden, wenn ihre Endpunkte von der 
andern gleiche Abstände haben.^' 

„Dies gilt nicht für eine krumme oder eine gebrochene 
Linie.*' 

„Auch eine unbegrenzte Gerade kann so liegen, dals alle 
von ihr aus auf eine zweite zu fällenden Lote gleich sind.'' 

II. Die Parallelenlehre selbst. 

„Erklärung: Eine unbegrenzte Gerade ist zu einer andren 
parallel, heilst, ihre senkrechten Abstände von derselben sind 
gleich." 

Es folgen nun eine Reihe von Lehrsätzen, die a]le auf 
Grund der in I. aufgestellten Sätze ausführlich bewiesen wer- 
den, zum grofsen Teil indirekt. Diese Sätze sind: 

„Senkrechte auf der einen Parallelen sind auch auf 
der andern senkrecht, folglich auch die zweite der ersten 
parallel." 

„Zwei Lote auf derselben Geraden sind parallel." 

„Durch einen Punkt giebt es zu einer Geraden nur eine 
Parallele." 

„Zu zwei sich schneidenden giebt es keine gemeinsame 
Parallele." 

„Sind zwei Gerade zu einer dritten parallel, so sind sie 
auch unter einander parallel." 

Dann folgen die Sätze, die über die Winkel bei einer 
Transversalen durch die Parallelen handeln. Als letzter Satz 
schliefslich: 
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;,Zwei Parallelen können sich nicht schneiden." 
III. Von den Nichtparallelen. 

Dieser Abschnitt giebt zuerst die ümkehrungen der Winkel- 
sätze und schliefst dann ab mit dem Satz: 

„Sich trotz aller Verlängerung nicht schneidende Geraden 
derselben Ebene sind parallel.*' 

Die vorliegende Abhandlung kann recht als ein Typus 
gelten für die vergebliche Mühe, einen Beweis für das Parallelen- 
axiom zu liefern. 



Günther, Der Thibaut'sche Beweis für das elfte Axiom, 
historisch und kritisch erörtert. — Ansbach 1877. 

Thibaut's Beweis stützt sich auf das Axiom, dafs die 
drehende Bewegung unabhängig sei von der progressiven. 

Zuerst geht Günther darauf ein, ob die Eigenschaft der 
geraden Linie, nach einer vollen um einen ihrer Punkte voll- 
zogenen Umdrehung in sich selbst zurückzukehren, als bekannt 
vorausgesetzt werden dürfe. Thibaut's eigne Erklärung 
schliefse die Eigenschaft nicht ohne weiteres in sich. 

Thibaut's Versuch habe nicht die ihm gebührende An- 
erkennung gefunden. 

Kunze gebe den Beweis in seinem Lehrbuche — offenbar 
unabhängig von Thibaut — , indem er sich einfach auf die 
unmittelbare Anschauung berufe. 

Gründlicher, aber um nichts exakter sei Ger mar 's Ver- 
such in Grunert's Archiv, von dem Günther eine gedrängte 
Inhaltsübersicht giebt. 

In neuerer Zeit habe nur der Leitfaden von Fischer- 
Schröder den Thibaut'schen Beweis. Er stütze sich auf 
folgende beiden Axiome. 

„I. Ein Strahl, der eine gegebene Bichtung verläfst, kann 
auf eine Ebene, ohne rückläufig zu werden, durch keine ein- 
fachere und kürzere Bewegung in seine ursprüngliche Lage 
zurückkommen, als durch eine volle Umdrehung um seinen 
Anfangspunkt als festen Scheitel. 

II. Ein Strahl kann durch keine einfachere und kürzere 
Bewegung aus einer gegebenen Richtung in die entgegen- 
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gesetzte gelangen als dadurch, dafs er um seinen Anfangs- 
punkt einen gestreckten Winkel beschreibt.*'*) 

Infolge dieser Doppelannahme zerfalle der Beweis in zwei 
Teile^ deren erster mit demjenigen Thibaut's übereinstimme, 
während der zweite neu sei und deshalb spezielle Beachtung 
verdiene. 

Der Verfasser geht dann auf die fundamentale Identität 
der Grundgedanken von Thibaut und Grafsmann ein. 

Es folgt sodann der kritische Teil, der auf folgende drei 
Fragen Beantwortung sucht: 

„1) Involvieren samtliche Beweis versuche, die wir be- 
sprochen, ein und dieselbe unbewiesene stillschweigend an- 
genommene Voraussetzung, und durften sie diese Annahme 
mit Recht machen? 

2) Wie lafst sich diese Schwäche, wenn sie sich als solche 
erweisen sollte, beseitigen, so dafs den Anforderungen mathe- 
matischer Strenge wie auch pädagogischer Erfahrung möglichst 
entsprochen werde? 

3) Kann endlich die Behauptung, das jedenfalls notwendig 
werdende Axiom sei „eine Folgerung aus dem Fundamental- 
prinzip unserer Raumanschauung", Anspruch auf Berechtigung 
erheben?" 

Ad 1) Die Mechanik behandle die Vertauschung von 
Translation und Rotation nicht als Axiom, sondern als — 
allerdings leicht zu beweisendes — Theorem. Der Beweis 
gehe auf die Gleichheit der Gegenseiten im Parallelogramm 
zurück. 

Ad 2) Ein Axiom ist nötig nach allgemeiner Überein- 
stimmung. Im Interesse des Unterrichts liege es, sich zu 
einigen. Verfasser schlägt folgendes vor: 

„Eine aus ihrer ursprünglichen Richtung herausgerückte 
und dann in ein und derselben Ebene willkürlich bewegte 
Gerade hat, sobald sie in ihre Anfangslage zurückgelangt ist, 
jedenfalls eine Drehung von m vollen Winkeln (== 360^) zurück- 
gelegt, unter m eine willkürliche ganze Zahl verstanden." 

Zweierlei sei klargestellt, dafs der Beweis von Thibaut's 



1) Man vergl. S. 214. 
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Prinzip auf die Parallelensätze zurückgehe; dafs aber andrer- 
seits dieser oder ein ähnlicher Grundsatz aufserordentliche 
Yorzüge für die Didaktik der Elementargeometrie besitze. 

Die Beantwortung der Frage 3) hänge aufs engste mit 
dem Begriffe des Axioms zusammen. Verfasser geht an der 
Hand von Erdmann's bekanntem Werke näher auf die Frage 
ein und kommt dazu, Frage 3) zu verneinen. 

Zum Schlufs spricht Günther die Hoffnung aus, ;;dafs die 
Geometrie des Raumes für das alte Kreuz der Geometer noch 
ein anderes Hülfsmittel finden werde, als jenes der blofsen 
Resignation im Gauss' sehen Sinne.^' 

Günther giebt am Schkisse seiner Abhandlung noch eine 
Zasammenstellung der Literatur, die wir hier ebenfalls mit- 
teilen wollen, wenn auch viele der Werke schon an anderen 
Stellen von uns mitgeteilt, zum teil auch ausführlich benutzt 
worden sind. 

1) Legendre, R^flexions sur differentes manieres de 
demontrer la th^orie des paralleles, Memoir de Tacad. royale 
des Sciences. Tom. XII. S. 370 ff. 

2) Mansion, Sur le premier livre de la geometrie de 
Legendre ä propos de quelques traites recents, Revue de Tin- 
struction publique 1870. S. 317 ff. 

3) Pietzker, Hoffm. Zeitschr. VIL, S. 470. 

4) Günther-Sparagna, Sulla possibilitä di demostrare 
l'assioma delle parallele mediante considerazioni geometriche, 
Battaglini's Giornale di matematica. Vol. XI. S. 11. 

5) Gauss, Göttinger Gelehrte Anzeigen 1822. S. 1727. 

6) Thibaut, Grundrifs etc. Göttingen 1818. 

7) H a n k e 1 , Die Entwicklung der Mathematik etc* Tübingen 
1869. 

8) Günther, Ziele und Resultate der neueren math.-hist. 
Forschung. — Erlangen 1876. 

9) Becker, Die Elemente der Geometrie auf neuer Grund- 
lage. Berlin 1877. 

10) Kunze, Lehrbuch der Geometrie. — Jena 1841. 

11) Ger mar. Die Wichtigkeit etc. in Grunert's Archiv. 
Bd. XV. p. 361 ff 
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12) Fischer's Lehrb. der Planimetrie von Schröder 
Nürnberg 1870. 

13) HelmholtZ; Über die Thatsachen etc. Gott. gel. 
Anz. 1868. 

14) Schlegel, System der Raumlehre. Leipzig 1872. 

15) V. Wolf, Anfangsgründe etc. Halle 1710. 

16) Kästner, Anfangsgründe etc. Gottingen 1792. 

17) Grunert, Lehrbuch der Eb. Geometr. — Branden- 
burg 1869. 

18) Killing, über einige Bedenken etc. Hoffm. Zeit. 
Bd. VIII. p. 220. 

19) Erdmann, Die Axiome der Geometrie. — Leipzig 
1877. 

20) Helmholtz, Pop. wiss. Vortr. — III. Heft. — Braun- 
schweig 1876. 

21) Günther, Kritik der Raumtheorieen von Helmholtz 
und SchmitZ'Dumont. — Zeitschrift f. d. Bealschulwesen. 1. Jahrg. 
p. 410 ff. 

22) Hoüel, Note sur Timpossibilite de demontrer parune 
construction plane le principe de la theorie des paralleles dit 
postulatum d'Euclide. — Bordeaux 1869. 

23) Baltzer, Über die Hypothesen der Parallelentheorie. 
Crelle's Journal, Bd. 83. p. 372 ff. 

24) Genocchi, Lettre ä Mr. Quetelet sur diverses 
questions mathematiques. — Bull, de Tacad. Belg. XXXI, 
S. 181 ff. 

25) De Tilly, Beponse sur cette lettre. Ibid. 

26) Hoff mann, Die Prinzipien des I.Buchs etc. — H. Z. 
III, p. 121. 

Polster, Geometrie der Ebene. ^) — Würzburg 1878. 

In einer Vorstufe schickt Verfasser eine Reihe von Sätzen 
über die Gerade voraus, deren Definition er nach Euklid ge- 
geben hat. 

Solche Sätze sind z. B.: „Eine Gerade ist an jedem Punkte 

^) Man vergleiche desselben Verfassers „Versuch einer Parallelen- 
theorie" in Blätter für das Bair. Gymn.- und Realschulwesen. — Jahr- 
gang 1877. 
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gerade/' ^^Eine Gerade kann nicht in sich zurücklaufen/' Es 
folgt dann die Definition: 

;,Eine unbegrenzte Gerade von bestimmter Art ihrer Lage 
und nach bestimmter Reihenordnung der in ihr liegenden 
Punkte heifst Richtung/' an die sich wieder Sätze anschlief sen, 
wie die folgenden: 

„Alle Punkte einer Geraden liegen in derselben Richtung." 
„Jede Richtung hat von Punkt zu Punkt dieselbe Form/* 
„Eine Strecke wird durch Verschiebung verlängert/' 
„Alle Richtungen sind unter sich kongruent/' 
Es folgt dann ein Abschnitt über die gegenseitigen Lagen 
gerader Linien in einer Ebene. Definition 3 lautet: 

„Zwei Gerade^ deren Richtungen in derselben Ebene liegen^ 
ohne einander zu schneiden , heifsen parallele Geraden oder 
Zeilen." 

Das dritte Kapitel dieses Abschnittes „Theorie der Kon- 
vergenz und des Parallelismus*' bringt u. a. 10 Kriterien der 
Konvergenz (alle im wesentlichen identisch mit dem elften 
Axiom) und vier Kriterien des Parallelismus, woran sich die 
Sätze über die Winkel an der Transversalen anschliefsen. 

Zwei Anhänge betrachten dieselben Sätze wie Kapitel 3) 
im wesentlichen von demselben Gesichtspunkte aus. 



Most, Neue Darlegung der absoluten Geometrie etc. 
Coblenz 1883. 

Von Gauss ausgehend schildert Verfasser das Verhältnis 
der absoluten Geometrie zu den. Einzelgeometrieen. Hauptsatz 
der absoluten Geometrie sei: „Die Inhalte der Dreiecke ver- 
halten sich wie die Abweichungen ihrer Winkelsummen von 
zwei Rechten." 

Dafs der ebene Raum anendlich gedacht werden müsse, 
darüber entscheide nur eine für die ebene Raumform charak- 
teristische Voraussetzung, sei es, dafs die Linien konstanten 
Abstandes gerade seien, sei es, dafs es wirklich in aller Strenge 
ähnliche Figuren gebe. 

Es folgen Betrachtungen über den absoluten Raum und 
werden eine Reihe von Sätzen entwickelt. 

Dann heifst es: „Eine Linie, welche von einer Geraden 
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überall denselben Abstand hat; wird Parallele der Geraden 
genannt; es ist selbstverständlich damit nicht gesagt, dafs 
diese Linie eine Gerade sein soll/' 

Die Abhandlung schliefst mit dem interessanten Nach- 
weiS; dafs die verschiedenen Geometrieen — pseudosphärische, 
Euklidische, sphärische — im Unendlichkleinen überein- 
stimmen. 

A. Schmitz, Aus dem Gebiete der nichteuklidischen 
Geometrie. — Neuburg a. D. 1884. 

§ 1.* Das elfte euklidische Axiom. 

Bertrand's Beweis wird unter Zurückweisung von 
Lüroth's (Schi. Z. Bd. 21) Einwürfen als unrichtig bezeichnet, 
weil sowohl Winkelfelder als Parallelstreifen etwas Unend- 
liches seien. 

Legendre' 8 Beweis sei ein circulus (petitio principii.) 

Thibaut's Beweis setze ein anderes, allerdings auch 
unsicheres Axiom an die Stelle des elften. 

§ 2. Die Geometrie von Lobatschewsky-Bolyai. 

1) Betrachtungen über die unendlich fernen Punkte. 
Parallele Gerade können als solche betrachtet werden, die 

sich in einem unendlich fernen Punkte unter einem unendlich 
kleinen Winkel schneiden. 

2) Erklärung von „Parallel winkel zur Distanz J." (Ab- 
stand). Sätze über die Parallelen. 

3) Über die Winkelsumme im Dreieck. 

4) Über die Beziehungen zwischen der Winkelsumme des 
Dreiecks und der Dreiecksfläche. 

5) Über den Abstand von parallelen und nicht parallelen 
Geraden. 

6) Krumme Linien (Schnittpunkte; Grenzlinie; Linie 
gleichen Abstandes). 

§ 3. Die Unbeweisbarkeit des elften Axioms. 

Die absolute Geometrie liefere den Beweis, dafs das elfte 
Axiom keine Folge der übrigen sei, sondern dafs der Lihalt 
desselben nur durch Erfahrung gewonnen werde. 

§ 4. Die Bedeutung der hervorragendsten an die Geo- 
metrie von Lobatschewsky sich anschliefsenden Arbeiten. 
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Literatur: Battaglini, giornale di matematiche Bd. V. 
(1867.) 

Beltrami (von Hoüel übersetzt), in annales scientific 
ques etc. — Bd. VI. (1868.) 

Klein, Math. Annalen Bd. 4, 6, 7. 

Beez, Math. Annalen Bd. 7. 

Schlömilch's Z. Bd. 20, 21, 24. 

§ 5. Kiemann's und Helmholtz' Grundsätze. 

Unser Raum der einzig mögliche und denkbare. 

Die Dreidimensionalität und die Unendlichkeit besitze ab- 
solute Gewifsheit. Ebenso besitze das elfte Axiom absolute 
Gültigkeit, es spreche eine wesentliche Eigenschaft des 
Raumbegriffes aus. Es sei unbeweisbar — unabhängig von 
den übrigen Axiomen — aber es konstituiere gemeinsam mit 
den übrigen den RaumbegriflF. 

§ 6. Philosophische Konsequenzen für die Definition des 
£.aumbegriffs. 

Dieser Abschnitt schliefst mit folgenden Definitionen: 

„1) Baum ist ein Begriff, durch welchen die Möglichkeit 
der Koexistenz der Körper ausgedrückt wird. 

2) Es existieren feste Körper, deren räumliche Verhält- 
nisse durch drei Hauptrichtungen bestimmt sind; diese sind 
vollkommen frei nach den drei Richtungen hin beweglich, die 
Beweglichkeit kann jede beliebige .Geschwindigkeit und Dauer 
haben. 

3) Zwischen zwei Punkten giebt es nur einen kürzesten 
Weg — die Gerade. 

4) Das elfte Euklidische oder ein demselben äquivalentes 
Axiom." 

H, Vogt, Der Grenzbegriff in der Elementar-Mathematik. 
— Breslau 1885. 

Sage man von Parallelen, sie haben eiiiten Punkt im Un- 
endlichen gemein, so trete ein Widerspruch zwischen Attribut 
und Prädikat hervor; <]ias Sichnichtschneiden werde als ein 
besonderer Fall des Sichschneidens gefafst, nämlich als ein 
Schneiden in unendlicher Entfernung; es werde djie im Gattungs- 
begriffe liegende Negation zum Artmerkmal gemacht. 



- 256 — 

Die richtige Erkenntnis werde gewonnen durch richtige 
Auffassung der Grenzbegriffe und durch die Methode des Ein- 
schliefsens in Grenzen, 



Wernicke, Die Grundlage der Euklidischen Geometrie 
des Mafses. — Braunschweig 1887. 

Ich muTs mich begnügen auf diese Arbeit hinzuweisen, 
da ein Zitieren aus ihr nicht gut angängig ist. Für unsere 
Frage kommen in Betracht §lllu. f. §118 bringt die 
appellative Definition: 

„Geraden der Ebene^ welche sich nicht schneiden, heifsen 
Parallelen.'^ 

Von Bedeutung sind femer § 131 u. f.^ besonders § 136. 



BeeZy Über Euklidische und Nicht-Euklidische Geometrie. 
— Plauen 1888. 

Nach einer wertvollen, historischen Einleitung behandelt 
§ 1 die Definitionen Euklids, § 2 die Forderungen und Axiome 
Euklids. Dieser Paragraph ist es, der unser besonderes Inter- 
esse in Anspruch nimmt. 

Schon die alten Philosophen gingen in ihren Ansichten 
über Axiome und Forderungen weit auseinander. 

Verfasser bezeichnet mit Liebmann die Axiome als Denk- 
not wendigkeiten, die Forderungen als Anschauungsnotwendig- 
keiten. Zwei Fundamentalsätze, über deren Einordnung die 
verschiedenen Ausgaben Euklid's schwanken, will er näher 
betrachten: 

1) das sogen, elfte Axiom, 

2) den Satz: Zwei Geraden schliefsen keinen Baum ein. 
Beez beginnt mit Satz 2, den Proklus unter die Axiome 

gerechnet habe. Dafür gelte es noch heute; Zweifel sei aber 
nicht ausgeschlossen, da es sich um Unendliches handle, das 
der Anschauung verschlossen sei. Eine logische Notwendig- 
keit sei der Satz nicht, eine Anschauungsnotwendigkeit nur 
innerhalb des eng begrenzten Gebietes unsrer Anschauung. 
(Analogie mit den grofsten Kreisen auf der Kugelfläche.) ^ 
Es wird dann auf den Zusammenhang mit dem ersten Satze 
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eingegangen, dessen merkwürdige Stelle im System betont 
wird. Aach er sei keine Denknotwendigkeit^ aber auch, dafs 
er eine Forderung sei, werde von Proklos bis auf Gauss 
bestritten. An seine Stelle liefse sich setzen „Durch einen 
Punkt aufserhalb einer Geraden kann nur eine Parallele ge- 
zogen werden*' oder „die Winkelsumme im Dreieck beträgt 
2B." Man habe andere Definitionen der Parallelen aufgestellt, 
aber immer wieder sei man auf einen Satz gestofsen, der nicht 
bewiesen werden konnte, obwohl Jeder ihn für richtig halten 
mufste. Verfasser verweist auf den Artikel „Parallel'* von 
Sohnke in der Encyklopädie von Ersch und Gruber, in 
der von Proklus bis auf Graf (1837) 92 verschiedene Schrift- 
steller aufgeführt würden. Sohnke mache drei Kategorieen: 
1) Neue Definition; 2) Neues Axiom; 3) Besondere Auffassung 
der Geraden und des Winkels. 

Zum Schlufs dieses Paragraphen spricht sich Beez noch 
gegen die Definition der Parallelen als Geraden von gleicher 
Richtung aus. 

Im § 3 behandelt Beez „die Nicht-Euklidische Geo- 
metrie." Hier sind die ersten Ausführungen noch für uns von 
Interesse. 

Von Gauss datiere eine neue Auffassung der Sache, dafs 
nämlich die Versuche, das elfte Axiom zu beweisen, deshalb 
ohne Erfolg bleiben müfsten, weil durch dasselbe den übrigen 
Axiomen eine Voraussetzung beigefügt werde, die nicht not- 
wendig mit ihnen verbunden zu sein brauche. 

Verfasser geht näher auf die absolute Geometrie ein (zwei 
Parallelen durch einen Punkt möglich), kommt auf die Flächen- 
untersuchungen und das Erümmungsmafs zu sprechen und 
würdigt ausführlicher Beltrami's Arbeiten. Er schliefst diese 
Erörterungen mit den Worten: 

„Durch das Vorhergehende ist die Möglichkeit einer Geo- 
metrie, in welcher das Euklidische Axiom keine Geltung hat, 
dargethan und damit erwiesen worden, dafs dasselbe nicht als 
eine Folge der übrigen Euklidischen Axiome d. h. als ein 
Theorem anzusehen ist, wie Gauss zuerst erkannt hat. Wir 
können den betreffenden Satz aber auch nicht für eine For- 
derung d. h. eine Anschauuugsnotwendigkeit halten, ebenso 

Schotten, der planimetr. Unterricht. IL 17 






ÖF THE 

UNIVERSITY ' 

OF ) 



/ 



-- 258 - 

wenig för ein Axiom d. h. eine Denknotwendigkeit; er ist 
vielmehr, ganz so wie der andere Satz „zwei Gerade schliefsen 
keinen Raum ein" eine Voraussetzung, zu welcher uns die 
spezifische Beschaffenheit des empirischen Baumes nötigt/' 

Prof. Dr. Lindemann, Ober die Hypothesen der Geo- 
metrie. Separat-Abdr. a. d. Schriften d. Physik.-okon. Gesellsch. 
zu Königsberg in Fr. Bd. XXXIL 1891. Sitzungsber. p. 20. 

Nach unseren Anschauungen schneiden sich in der Ebene 
gerade Linien in einem Punkte oder sie sind parallel. Hat 
aber die Fläche, auf der wir zeichnen, eine Krümmung wie 
die Erdoberfläche, so schneiden sich Linien, die den Geraden 
entsprechen, z. B. Meridiane in zwei Punkten (z. B. den Polen) 
und es giebt keine Parallelen. Dadurch tritt neben der ge- 
wöhnlichen oder euklidischen Planimetrie die Zeichnung auf 
der sphärischen Fläche mit ganz anderen, aber ebenso wider- 
spruchsfreien Besultaten auf. Eine dritte neue Auffassung 
erhalten wir, wenn wir auf einer sattelförmigen Fläche zeichnen. 
Der Vortragende erläuterte solche Betrachtungen an Modellen 
und knüpfte daran die folgenden Erörterungen. 

Das sogenannte Parallelenaxiom (eigentlich das fünfte 
Postulat in Euklids Elementen) hat schon seit dem Alter- 
tum die Mathematiker und Philosophen vielfach beschäftigt. 
Die aufgeworfene Frage ist die, ob dieses Postulat eine logische 
Folge der übrigen von Euklid aufgestellten Definitionen, 
Postulate und Axiome sei, oder nicht, d. h. ob der Inhalt 
dieses Postulates nicht vielmehr unter die Lehrsätze, als unter 
die Postulate (bezw. Axiome) gehöre. Die Versuche, einen 
Beweis für das Postulat zu erbringen, sind fast ebenso zahl- 
reich gewesen, wie diejenigen, welche zur geometrischen Lösung 
der Quadratur des Kreises gemacht wurden, und ebenso ver- 
geblich. Erst durch die Arbeiten von Gauss, Bolyai, 
Lobatschewsky (ca. 1835), Riemann (1854), v. Helm- 
holtz (1870) ist man in unserem Jahrhundert sich darüber 
vollkommen klar geworden. Da alle versuchten Beweise mifs- 
glückt waren, lag es nahe, einen indirekten Weg einzuschlagen: 
War das fragliche Postulat ein Lehrsatz, so stand zu erwarten, 
dafs man zu inneren Widersprüchen geführt werde, falls man 
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dasselbe durch eiu anderes Postulat ersetzte und auf Crrund 
eines solchen mathematische Schlüsse zu machen suchte. 

Eine unmittelbare Folge des fünften Postulates von Euklid 
ist der Satz, dafs man in der Ebene durch einen gegebenen 
Punkt zu einer gegebenen Geraden nur eine Parallele ziehen 
könne. Gauss, Bolyai und Lobatschewsky nahmen im 
Gegensatze dazu an, dafs zwei solche Parallelen möglich seien, 
und zeigten, dafs die dann zu ziehenden Folgerungen zwar 
mit unserer Anschauung, aber nicht unter sich in Widerspruch 
stehen. Die so aufzubauende, in sich konsequente Geometrie, 
welcher in der Wirklichkeit die uns bekannten Figuren nicht 
entsprechen, ist unter dem Namen der absoluten oder nicht- 
euklidischen Geometrie besonders durch die populären Vor- 
träge von V. Helmholtz allgemein bekannt geworden. Bei 
dem nicht mathematischen Publikum ist sie gleichzeitig nur 
allzu oft verkannt worden; insbesondere haben zahlreiche und 
angesehene Philosophen ihretwegen den Mathematikern den 
Vorwurf eines unklaren Mystizismus gemacht, aber nur des- 
halb, weil sie nicht die nötigen Vorkenntnisse besafsen, um 
Zweck und Sinn der nichteuklidischen Geometrie zu ver- 
stehen. Ob der Inhalt eines Satzes beweisbar oder nicht be- 
weisbar ist, mufs für die Mathematik als eine Frage funda- 
mentalster Wichtigkeit erscheinen. Wenn wir zur Entscheidung 
dieser Frage etwas Unmögliches voraussetzen (nämlich durch 
die erwähnte Abänderung des Parallelenaxioms), so thun wir 
nichts anderes, als in der Mathematik bei jedem indirekten 
Beweise geschieht; und nur offenbarer Unverstand kann ein 
solches Vorgehen bei dieser einen Frage verwerfen, während 
es bei so vielen anderen in Gebrauch ist. Das Wesen der 
indirekten Beweise beruht darauf, dafs aus einer gemachten 
Annahme mathematische Schlüsse gezogen werden, deren In- 
halt mit bereits sonst bewiesenen mathematischen Sätzen im 
Widerspruche steht, so dafs dadurch die Unzulässigkeit der 
gemachten Voraussetzung erhellt. Man hätte also erwarten 
müssen, dafs auch die nicht euklidische Geometrie zu einem 
mit den sonstigen Voraussetzungen der Geometrie nicht ver- 
träglichen Besultate führe. Dem ist aber nicht so; allerdings 
könnte man denken, dafs bei hinreichend weit fortgesetzter 

17* 
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Ausführung dieser Geometrie sich ein solcher Widerspruch 
ergeben müsse ^ dafs diese Ausarbeitung bis heute nur noch 
nicht weit genug geführt sei; denn der aus einer unmöglichen 
Voraussetzung zu folgernde Widerspruch braucht nicht so- 
gleich auf der Hand zu liegen, wird vielmehr oft erst durch 
sehr weitläufige Schlüsse erkennbar. Derselbe darf aber auf 
keinen Fall aus der Anschauung entnommen werden; denn die 
wissenschaftliche Geometrie hat eben die Aufgabe^ aus wenigen 
unbewiesenen (meist der Anschauung entnommenen) Sätzen 
durch logische Verknüpfung dieser Sätze neue Resultate ab- 
zuleiten, ohne von neuem sich auf die Anschauung zu be- 
rufen. 

Thatsächlich liegt die Frage nach neueren Untersuchungen 
aber so, dafs man in der nichteuklidischen Geometrie nie 
zu einem solchen Widerspruche gelangen kann. Es ist das 
grofse Verdienst Felix Klein's, hierauf hingewiesen zu 
haben; nach ihm nämlich läfst sich jedem Satze der nicht- 
euklidischen Geometrie ein anderer (aus dem Parallelen- 
axiom ableitbarer) Satz unserer gewöhnlichen Euklidischen 
Geometrie derartig an die Seite stellen, dafs der letztere not- 
wendig falsch sein müfste, wenn ersterer einen Widerspruch 
enthielte. Sollte daher die nichteuklidische Geometrie nicht 
in sich widerspruchsfrei sein, so müTste auch unsere gewöhn- 
liche Geometrie falsch sein; es würde dann alle geometrische 
Forschung unmöglich. Hiermit ist endgültig bewiesen, 
dafs es unmöglich ist, das sogenannte Parallelen- 
axiom zu beweisen; und dieses mit Hülfe der viel ge- 
schmähten nicht euklidischen Geometrie gewonnene Resultat 
giebt uns erst definitiv die unentbehrliche feste Grundlage aller 
geometrischen Untersuchung. Leider scheint es noch immer 
nicht hinreichend bekannt zu sein, denn es giebt noch immer 
elementare Lehrbücher, in denen falsche Beweise des Parallelen- 
axioms reproduziert werden. 

Auch auf Grund der Untersuchungen von Riemann und 
Beltrami über das sogenannte Krümmungsmafs des Raumes 
kann man ähnliche Folgerungen ziehen; dieselben sind aber 
insofern nicht einwurfsfrei, als es bei ihnen an einer rein 
geometrischen Definition der dabei benutzten Koordinaten 



— 261 — 

fehlt; gleiches gilt in Bezug auf die Hei mholtz 'sehen Ent- 
Wickelungen. 

Es ist femer von Klein darauf hingewiesen worden, dafs 
man unter Anlehnung an gewisse Betrachtungen v. Staudt's 
zur direkten Begründung der analytischen Geometrie gelangen 
kann, ohne dabei irgend welche metrischen Sätze zu benutzen. 
Vom Vortragenden ist dieser Gedanke neuerdings eingehend 
durchgeführt, und mag deshalb auf die kürzlich von ihm 
herausgegebenen „Vorlesungen über Geometrie, zweiter Band, 
erster Teil" verwiesen werden. Die Klein'sche Methode führt 
direkt zur Begründung aller ^rein projektivischen" Sätze, von 
denen auch sonst bekannt war, dais sie in der nicht eukli- 
dischen Geometrie unveränderte Gültigkeit haben. Erst in 
der metrischen Geometrie, das heifst bei Einführung der für 
jene Gesetze notwendigen Begriffe der Entfernung und des 
Winkels beginnt der unterschied beider Arten von Raumlehre, 
Wenn man daran festhält, dafs bei einer „Bewegung^* 
jeder Punkt wieder in einen Punkt, jede gerade Linie wieder 
in eine gerade Linie übergehen soll (womit auch ausgesagt 
ist, dafs die unendlich fernen Elemente auch unendlich fem 
bleiben sollen), so bleiben (vergl. die Ausführungen a. a. 0.) 
drei Möglichkeiten übrig, die miteinander gleich berechtigt 
sind, und zwischen denen nur eine neue Erfahrungsthatsache 
entscheiden kann, nämlich: 1. die gewohnliche Euklidische 
Geometrie, 2. die schon von Gauss studierte nicht eukli- 
dische Geometrie und 3. eine zweite Abart der letzteren, 
deren Möglichkeit von Biemann zuerst bemerkt wurde, und 
bei welcher die Existenz einander paralleler Linien überhaupt 
geleugnet wird. 

Besonders hervorzuheben ist, dafs man bei letzterer Geo- 
metrie den Satz, dafs zwei Punkte eine Gerade immer fest 
bestimmen, nicht notwendig fallen zu lassen braucht, wie 
von Helmholtz, Benno Erdnjann und vielen anderen irr- 
tümlicher Weise behauptet ist; es sind vielmehr zwei weitere 
Unterfälle zu unterscheid^!, je nachdem man diesen Satz bei- 
behalten will oder nicht. 

So sind wir jetzt nach Jahrtausenden fortgesetzter Arbeit 
endlich zu der sicheren Erkenntnis gekommen, dafs an den 
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Grundlagen der Geometrie, wie sie Euklid festgelegt hat, 
nicht zu rütteln ist, dafs er mit bewundernswertem Scharfsinn 
richtig handelte, indem er den Inhalt des fünften Postulates 
eben als Postulat und nicht (wie unzählige seiner Nachfolger) 
als Lehrsatz gab. 

Ergänzend mag hier bemerkt werden, dafs die Parallelen- 
theorie in den beiden elementaren Lehrbüchern von Mehler 
(6. Auflage 1889) und Baltzer (5. Auflage, Leipzig 1878), 
welche in unserer Provinz vorwiegend in Gebrauch zu sein 
scheinen, der Hauptsache nach richtig behandelt ist. Bei 
Mehle r geschieht dies allerdings in so knapper Form, dafs 
die richtige Erfassung des Sachverhaltes besondere Aufmerk- 
samkeit erfordert; wenigstens habe ich bei den Prüfungen der 
Lehramtskandidaten die Erfahrung gemacht, dafs die betreffende 
Stelle bei Mehler nur selten richtig verstanden wird. In §9 
nämlich (Seite 6) wird durch das bekannte Umlegungs -Ver- 
fahren der Satz bewiesen, dafs die beiden von einer 
dritten geschnittenen Linien parallel sind, wenn zwei 
Gegenwinkel gleich sind, wodurch (gemäfs der in § 8 ge- 
gebenen Definition paralleler Linien), nur ausgesagt ist, dafs 
sich die beiden Linien, beliebig weit verlängert, nicht schneideu. 
Es wird meist übersehen, dafs dieser Satz nicht umkehrbar 
ist; erst durch den bei Mehler im § 10 aufgestellten Grund- 
satz, nach welchem man durch einen Punkt zu einer gegebenen 
Geraden nur eine (nicht unendlich viele, wie nach § 9 noch 
denkbar wäre) Parallele ziehen kann, wird die ümkehrbarkeit 
des Satzes erreicht. Der im § 9 gegebene Beweis involviert gleich- 
wohl noch eine nicht ausdrücklich hervorgehobene Voraussetzung, 
nämlich (wie ich a. a. 0. p. 550 näher erörtert habe) diejenige, 
dafs die Ebene durch eine beliebige gerade Linie in zwei völlig 
getrennte Teile zerlegt werde. Nur durch das stillschweigende 
Hinzufügen dieser Annahme gelingt es bei Mehler, die ohen 
erwähnte dritte Möglichkeit (die elliptische Geometrie) aus- 
zuschliefsen, während die zweite Möglichkeit (die hyperbolische 
Geometrie) durch den angeführten . Grundsatz beseitigt wird. 

Bei Baltzer (a. a. 0. p. 12) ist der Gedankengang ein 
ganz analoger. Nur ist die Definition von Parallelen eine 
andere und in sofern weniger gute, als die Worte „unendlich 



- 263 - 

ferne Punkte'' in ein Elementarbuch nicht hineingehoren; sie 
richten hier nur^ wie ich bei den Prüfungen zur Genüge er- 
fahren habe^ Verwirrung an. Die zuletzt erwähnte stillschwei- 
gende Voraussetzung ist auch bei Baltzer gemacht; da durch 
diese die elliptische Geometrie schon ausgeschlossen ist; hat 
man nur noch die Wahl zwischen zwei (nicht, wie auf S. 13 
behauptet wird, zwischen drei) verschiedenen Geometrieen. 



M. Simon, Zu den Grundlagen der nicht- euklidischen 
Geometrie. — Strafsburg 1891. 

Verfasser kommt in § 8 seiner höchst lesenswerten und 
gediegnen Arbeit, die volle Vertrautheit mit seinem Gegen- 
stande erkennen läfst, auf „das Parallelenaxiom''. 

Von den zahllosen Versuchen es zu beweisen will Simon 
nur die vier verbreitetsten besprechen von Legen dre, Thi- 
baut, Bertrand und den direkten. 

Legendre gehe von der stillschweigenden Voraussetzung 
aus, dafs die gerade Linie unendlich lang sei und dafs daher 
zwei Gerade nur einen Punkt gemeinsam hätten. Die An- 
nahme, dafs man durch jeden Punkt im Innern eines Winkels 
eine Gerade ziehen könne, welche beide Schenkel schneidet, 
sei nur eine andere Form des Parallelenaxioms. 

Der Thib aufsehe Beweis sei von Günther^) als eine 
Folge des Parallelenaxioms nachgewiesen. 

Der B er trän dusche Beweis, der wohl die meisten An- 
hänger gefunden, sei von Schmitz^) in einer Unhaltbarkeit 
schlagend nachgewiesen worden. 

„Der direkte Beweis aus der „unmittelbaren Anschauung" 
ist derselbe, der auf der Kugel zeigt, dafs das sphärische Dreieck 
seinem Exzefs gleich ist." 

„Aus seiner Umkehrung ist unzweifelhaft das Parallelen- 
axiom bei Euklid hervorgegangen." 

„Dafs der Schein auch bei diesem Beweis trügt," weist 
der Verfasser in längerer Betrachtung nach. 



*) Vergleiche unser Zitat. 
*) Vergleiche unser Zitat. 
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Hiermit will ich die Zitate aus besondren Werken schliefsen, 
denn das Eingehen auf verschiedene andere Arbeiten, be- 
sonders — neben den Originalarbeiten - auf die Veroffent- 
lichungen von Pietzker würde mich zu weit führen und von 
dem eigentlichen Zwecke des vorliegenden Werkes zu weit 
entfernen. Doch will ich nicht unterlassen , gerade auf die 
Arbeiten Pietzkers besonders hinzuweisen: ist er ja doch 
zur Zeit wohl der energischste Vertreter der Richtung, die sich 
mit den Untersuchungen der Nicht -Euklidischen Geometrie 
nicht befreunden kann. Allerdings wird ihm von gegnerisclier 
Seite der Vorwurf nicht erspart, sich in Mifsverständnissen 
zu befinden: aber dieser Vorwurf ist jener Seite so geläufig^), 
dafs Jemand geneigt sein konnte, die vielen Mifsverständnisse 
als Beweis anzusehen, dafs ein rechtes Verständnis überhaupt 
nicht möglich ist. 

Ich lasse übrigens, ehe ich die Zitate aus den Lehrbüchern 
bringe, hier noch ein Verzeichnis von Schriften folgen, die 
sich besonders den neueren, an Parallelentheorien anknüpfenden 
Ansichten widmen, wobei ich von den Aufsätzen in den Mathe- 
matischen Annalen und Crelle's Journal, sowie in den eigent- 
lichen mathematischen Zeitschriften des Auslandes absehe. Zu 
nennen sein würden hier besonders Klein, Killing, Schur, 
Lipschitz, Beltrami, Lie, Engel. 

Das Verzeichnis macht durchaus keinen Anspruch auf 
Vollständigkeit. 

P. Duehemin, Des paralleles dans Fespace. Droites et plans 

paralleles. — Avranches. 
P. Duchemin, Theorie des paralleles et certitude de la geometrie 

— Coutances. 
P. Duchemin, Theorie des paralleles sans postulatum et 

certitude de la geometrie. — Coutances. 
L. C. Dadgson, Curiosa MathemKtica. Part. I.: A new theory 

of parallels. — London. 



^) Man lese nur die Schriften von Klein, Lie, Lindemann etc., so 
wird man mit Erstaunen wahrnehmen, wie oft diese Vertreter der Nicht- 
Enklidischen Greometrie sich gegenseitig — aber anch noch andern z. B. 
Helmholtz — den Vorwurf machen, miTsyerstanden worden zu sein. 
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L. Liard; Des definitions geom^triques et des definitions 

empiriques. — Nouvelle edition. — Paris. 
A. Sannia ed. E. d'Ovidio, Elementi di Geometria. — 

Napoli. 
R. Betazzi, I postulati e gli enti geometrici. — Roma. 
H. Poincare, Sur les hypotheses fondamentales de la geo- 

metrie. — S. M. F. Bull. XV. 
J. Petersen, Om Mathematikers Grundbegreber. Bewis for 

Sätningen om Trekantens Winkelsum, Tidskrift for Math. 

— Kopenhagen. 

J. Carbon eile, Les incertitudes de la geometrie. — Revue 

de qu. sc. 14. 
H. Wehr, Die Subjektivität des Raums und des 11. Axioms 

Euklids. — Wien. 
E. Beltrami, Saggio di Interpretazione della Geometria Non- 

Euklidea. — Napoli 1868. 
Briefwechsel zwischen Gauss und Schumacher. (Angefügt 

von J. Hoüel seiner Übersetzung von Lobatschewsky's 

Parallelentheorie.) — Paris 1866. 
E. Rouche et Ch. de Comberousse, Traite de Geometrie. 

— Paris 1883. — p. 553. Note II: „Sur la geometrie 
non euclidienne." (Besonders wertvoll auch die reiche 
Litteraturangabe.) 

La science absolue de Tespace. Independante de la verite ou 
de la faussete de Taxiome 11 d'Euclide par J. Bolyai. 
Precede d'une notice sur la vie et les traveaux de W. et 
de J. Bolyai par M. Fr. Schmidt. — Paris 1868. 

Clebsch-Lindemann, Vorlesungen über Geometrie. IL Bd. 

— Leipzig. 

Frischauf, Absolute Geometrie nach Bolyai. — Leipzig 1872. 

N, Lobatschewsky, Theorie der Parallellinien. 2. Aufl. — 
Berlin 1887. 

M. Simon, Die Elemente der Geometrie, mit Rücksicht auf 
die absolute Geometrie. — Strafsburg 1890. 
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Hauff; Lehrbegriff der reinen Mathematik. — Frank- 
furt a/M. — 1803. 

p. 155 wird der Satz von der Winkelsumme im Dreieck 
aufgestellt und weitläufig indirekt bewiesen^ wobei natürlich 
versteckte Axiome unterlaufen.^) 

In einer Anmerkung (p. 163) bemerkt der Verfasser^ dafs 
dieser Lehrsatz der Grundstein der Euklidischen Geometrie 
sei. Euklid habe an Stelle seines 16. Satzes den Beweis Tom 
32. gesucht und darin gefehlt^ dafs er ein unberechtigtes 
Axiom aufgestellt und einen Satz von einem andern hergeleitet 
habe, während gerade das umgekehrte stattfinden müsse. 

p. 193 — 202 wird auf die Parallelenlehre näher einge- 
gangen. 

Schweins, System der Geometrie. — Göttingen 1808. 

p. 6: ,,Die Richtung einer Linie , in Beziehung auf die 
Richtung einer andern Linie gedacht, wird ihre Lage ge- 
nannt. Diese kann nun eine solche sein, dafs sich die Linien 
. . . . nicht durchschneiden .... die parallele Lage.'' 

Richtungsbeweis. ^) 

Bertrand, Elemens de Geometrie. — Paris 1812. 

p. 12: „Theoreme: Lorsque les angles interieurs sont 
egaux ä deux droits, les droites qui les fönt sur une troisieme, 
ne se rencontrent pas." 

Beweis durch Kongruenz der Halbstreifen. ^) 

„Premi^rement, on dit de deux lignes, qui tracees sar le 
m§me plan ne s'y rencontrent pas, qu'elles sont Paralleles." 



') Das ist überhaupt der Fehler aller sogenannten Beweise, dafs 
sie an irgend einer Stelle ein Axiom enthalten, das an sich ebensowenig 
anschaulich ist wie das von Euklid aufgestellte. 

*) Unter „Richtungsbeweis" verstehe ich den Gang, dafs zwei 
Richtungen gleich sind, wenn sie gegen eine dritte gleichen Bichtimga- 
unterschied haben oder umgekehrt. 

^) Dieser Beweis wird vielfach angefochten, weil man offene Figuren 
nicht zur Deckung bringen dürfe. Mir scheint dieser Einwand hinfällig, 
denn dann dürfte man ja auch Winkel nicht zur Deckung bringen und 
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Bezout, Cours de Mathematiques. — Paris 1812. 

p. 16: ^;Deux lignes droites^ trac^es sur un m^me plan, 
sout dites paralleles, lorsqu'elles ne peuvent jamais se ren- 
contrer, ä quelque distance qu'on les imagine prolongees. 

Deux lignes paralleles ne fönt donc point d'angle entre 
elles. 

Donc deux paralleles sont partout ^galement eloignees 
Tune de lautre; car il est evident que si en quelqu'endroit elles 
se trouvaient plus pres qu'en un autre, elles seraient inclin^es 
Tune ä Tautre, et que par consequent elles pourraient enfin 
se rencontrer." 

Es folgen dann die Sätze über die Winkel bei Paral- 
lelen. — 

In den angefügten Noten bemerkt Reynaudp.T: „Bezout 
donne une definition exaete des paralleles, mais il ne demontre 
pas rigoureusement les proprietes de ces lignes. De sorte 
que les demonstrations des nos 36 . . 42 et 74 (Beweis für 
die Winkelsumme im Dreieck) ne sont pas tr^s-exactes. Nous 
allons suivre une marche inverse; nous demontrerons d'abord 
le principe du no. 74; nous en deduirons la theorie des 
parallMes/^ 

Es wird zuerst direkt bewiesen, dafs der gröfsem Seite 
des Dreiecks der grofsere Winkel gegenüberliegt und umge- 
kehrt; dann indirekt, dafs die Winkelsumme im Dreieck zwei 
Rechte beträgt. (Der Beweis (?) ist zu lang, um ihn hier 
wiederzugeben.) Daran schliefsen sich dann die Sätze von 
den Parallelen. 



damit wäre die ganze Eongruenzlehre hinfällig. Aber es zeigt sich hier 
wieder, wie an 80 manchen andern Stellen der Geometrie, dals oft bei 
irgend einem Beweise Bedenken auftauchen über einen Pankt, der an 
andrer Stelle ohne jeglichen Skrupel hingenommen worden ist. Eines 
der eklatantesten Beispiele hierfür ist, dafs sehr viele Lehrbücher den 
Beweis für die Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck, 
der sich auf die Halbierungslinie des Winkels an der Spitze stützt, nicht 
anerkennen, weil man noch nicht gelernt habe einen Winkel zu halbieren. 
Dieselben Lehrbücher aber geben den Beweis für die Winkelsumme im 
Dreieck mittels einer Parallelen ohne jegliches Bedenken, obwohl das 
Ziehen einer Parallelen auch nicht gelehrt worden ist. 
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Metternichy Vollständige Theorie der Parallellinieu.^) — 
Mainz 1815. 

Verfasser glaubt natürlich das Problem gelost zu haben, 
das aus den folgenden zwei Aufgaben bestehe: 

yyl) ZU beweisen, dafs die Winkelsinusse, bei entfernteren 
Punkten vom Winkels -Scheitel, immer gröfser werden und 
jede gegebene Linie übertreffen k&nnen; 2) dafs die Parallel- 
sinusse überall gleich und der senkrechten Normale gleich 
werden." 

Der Beweis gründet sich auf den Begriff: „Wenn zu einer 
Grofse nach uud nach angebliche gleichartige Teile gesetzt 
oder: Wenn von einer Grofse nach und nach angebliche Teile 
weggenommen werden und dieses Verfahren so weit getrieben 
werden kann als man will, so mufs im ersten Falle eine Grofse 
entstehen, die gröfser ist, im andern Falle: die kleiner ist, als 
jede angebliche Grofse.'^ 

Auf den Inhalt näher einzugehen verbietet die Weitläufig- 
keit, mit der die Abhandlung angelegt ist. 

Rezensionen finden sich in den Heidelberger Jahrbüchern 
der Litteratur (April 1815) und in den Göttinger Anzeigen 
(April 1816). 

Grelle, Ueber Parallelentheorieen und das System in der 
Geometrie. — Berlin 1816. 

Der schwache Punkt in der Euklidischen Geometrie ist 
das Parallelentheorem. 

„Die Parallelentheorie beruht auf zwei Sätzen: 

1) Zwei gerade Linien, die von einer dritten so geschnitten 
werden, dafs die beiden innren an einer Seite liegenden Winkel 
zusammen zwei rechte ausmachen, treffen sich, so weit man 
sie verlängert, nirgends." 

Für diesen Satz giebt es einen strengen Beweis. 



*) In der Vorrede werden erwähnt: 

J. J. J. Hoff mann, Kritik der Parallel -Theorie. Erster Teil, 
welcher die Darstellung and Prüfung von siebzehn verschiednen Systemen 
enthält; Jena 1807. — Eine Abhandlung von Karsten über diesen 
Gegenstand. 
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• 2) ,,Zwei gerade Linien, die von einer dritten so geschnitten 
werden, dafe die beiden innern an einerlei Seite liegenden 
Winkel zusammen kleiner sind, als zwei rechte, trefiPen genugsam 
verlängert an derselben Seite zusammen/' 

Dieser Satz bei Euklid Grundsatz. Hier die Schwäche 
der alten Geometrie. 

„Alle diejenigen nämlich, die eine Parallelentheorie nach 
Euklidischen Begriffen von der Raumgröfse zu geben versucht 
haben, alle die das elfte Axiom nach Euklidischen Grund- 
sätzen zu beweisen versucht haben, haben wie es scheint 
etwas eben so Unmögliches versucht .... als diejenigen, die 
den Ejreisumfang oder die Quadratwurzel aus 2 und dergleichen 
in rationalen Zahlen auszudrücken sich bemühten. Dies läfst 
sich, dünkt mich, sogar beweisen.^' 

Die Euklidische Geometrie habe es nur mit begrenzten 
Räumen zu thun; da man aber den Durchschnittspunkt nicht 
kenne, so handle es sich bei unsrer Frage um unbegrenzten 
Baum. 

„Der Gegensatz des elften Axioms lautet: 

Zwei Gerade, die sich nicht begegnen, machen mit 
einer dritten zwei innere Winkel, die zusammen zwei rechte 
sind." 

Wäre dies bewiesen, dann auch das Axiom. Aber „Wie 
soll nun mit begrenzten Bäumen Etwas für unbegrenzte 
Bäume bewiesen werden?" 

„Das elfte Axiom ist, wie es scheint, einer der Über- 
gänge von dem Endlichen der geometrischen Vorstellung in 
das Unendliche, aus welchem die Vorstellung die endlichen 
Bäume absondert." 

Euklid wollte im Endlichen bleiben; daher das Axiom. 
Daher die alte Geometrie, so lange man bei ihren Ansichten 
stehen bleibt, etwas Vollendetes. 

Die Vernunft sträubt sich gegen das Axiom. Mit ihm 
würde aber alles fallen, was sich darauf stützt. Das Be- 
streben zur Überzeugung zu gelangen darf nicht aufhören. 

Mit begrenzten Bäumen ist nichts auszurichten, daher 
andrer Weg. Es handelt sich darum einen vernunftgemäfsen 
Übergang aus dem Unendlichen in das Endliche zu finden« 
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,yStatt eines plötzlichen; gleichsam einen allmählichen Über^ 
gang von dem Unbegrenzten zu begrenzten Grofsen zu ver- 
suchen^ ist das Mittel, zur Überzeugung zu kommen/' 

Es wird der Begriff zum Teil unbegrenzter Figuren, der 
Winkelräume und der Räume zwischen Parallelen ein- 
geführt. Etwas Ahnliches findet sich bei Bertrand u. a. 
Winkel und Parallelenstreifen sind Grofsen, denn sie lassen 
sich halbieren etc., kurz mit ihresgleichen vergleichen. Der 
Unterschied zwischen endlich und unendlich mufs dabei immer 
scharf im Äuge behalten werden. Es handelt sich aber hier 
trotzdem um dasselbe, da wir endliches mit endlichem, unend- 
liches mit unendlichem vergleichen, was bei beiden mit 
völliger Klarheit möglich ist. Zurückweisung der Ansicht, 
als wenn Winkelräume und Parallelstreifen keine Grofsen 
wären. 

Die Verwertung giebt der Verfasser nun in dem systema- 
tischen Gang der Geometrie. 

p. 42: „Erklärung. Gerade Linien, die einander in 
ihrer ganzen Ausdehnung nicht begegnen, heifsen Parallel- 
linien.*' 

p. 44: „Erklärung. Der zum Teil unbegrenzte Raum, 
welcher zwischen zwei Parallelen liegt, soll Parallel-Raum 
heifsen." 

„Lehrsatz. Wenn man zwei oder mehrere und so viel 
man will Parallelräume aneinanderfügt, so entsteht wieder ein 
Parallel-Raum." 

p. 45: „Lehrsatz. Durch Aneinanderfügen von Parallel- 
räumen kann der ganze unbegrenzte Raum nicht ausgefallt 
werden." 

Nachdem hierauf die Erklärung des Winkels gefolgt ist 
(s. Kapitel III) und über die Kongruenz gleicher Winkel ge- 
sprochen ist, kommt der dem zuletzt zitierten Lehrsatz ent- 
sprechende. 

p. 47: „Jeder Winkel ist ein gewisser Teil des unbe- 
grenzten Ebenenraums und durch Aneinanderfügen von Winkeln 
gleicher Gröfse kann der ganze Ebenenraum entweder genau 
oder soweit ausgefüllt werden, dafs weniger übrig bleibt als 
der einfache Winkel." 
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p. 48: „Jeder Parallelraum ist kleiner als ein Winkel."^) 

Beweis leicht auf Grund der vorher zitierten Lehrsätze. 

p. 49: ,; Jeder ganz begrenzte Baum ist kleiner als ein 
Winkel/' 

Darauf folgen Winkelsätze (Scheitelwinkel, Nebenwinkel) 
und Begriffsfestsetzungen (Winkelpaare bei gescbnittnen Ge- 
raden). 

p. 54: „Lehrsatz I a: Umkehrung des 11. Axioms. — Vor- 
aussetzung die Geraden scheiden sich. 

Beweis. Denn der innere Neigungswinkel ist um den 
begrenzten Baum (des Dreiecks) gröfser, um den (Aufsen)winkel 
aber kleiner als der äufsere Neigungswinkel. Nun ist jeder 
begrenzte Baum kleiner als ein Winkel, folglich der innere 
Neigungswinkel kleiner als der äufsere." 

II b: „Wenn Neigungs- und Wechsel winkel gleich sind 
oder , so sind die Schenkel parallel." 

Beweis indirekt mit Satz I. 

II a: Das 11. Axiom. — Beweis geht darauf zurück, dafs 
ein Winkelraum nicht innerhalb eines Parallelraums liegen 
kann, weshalb die betreffenden Geraden sich schneiden müssen.^) 

Hieran schliefsen sich die Sätze über die Winkel bei ge- 
schnittnen Parallelen. 



Kries, Lehrbuch der reinen Mathematik. — Jena 1817. 

p. 291: „Zwei gerade Linien in derselben Ebene sind ihrer 
Lage nach parallel, wenn sie in immer gleicher Entfernung 
von einander bleiben^) oder nie zusammentreffen, soweit sie 
auch nach der einen oder andern Seite hin verlängert werden." 



^) Dieser Gedanke ist es, der sehr vielen sogenannten Beweisen 
des Parallelenaxioms zu Grande liegt. Ob er von Grelle herrührt, 
wage ich nicht zu entscheiden, jedenfalls ist er aber hier ausführlich 
begründet resp. abgeleitet. 

*) Der Verfasser glaubt damit einen völlig strengen Beweis des 
Parallelenproblems geliefert zu haben. 

^) Dies dürfte das älteste Lehrbuch sein, in dem sich eine von der 
Euklidischen abweichende Definition der Parallelen findet und zwar also 
diejenige, die von dem gleichen Abstand aller Punkte ausgeht. 
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Blasche, Grundrifs der Elementar-Geometrie. — Reval 
1819. 

p. 19: „Erklärung. Zwei gerade Linien AB, CD sind 
gleichliegend oder haben einerlei Lage gegen eine dritte 
sie schneidende Linie EF, wenn sie mit dieser gleiche, über- 
einstimmig liegende Winkel EGB, EHD machen." 

p. 21: „Gleichliegende Linien können, soweit man sie auch 
an beiden Seiten verlängern mag, doch nirgends zusammen- 
treffen^ und sind daher, wie man kurz zu sagen pflegt, parallel.'^ 

p. 22: „Wenn zwei gerade Linien AB, CD gegen irgend 
eine dritte einerlei Lage haben, so sind alle Punkte der einen 
Linie in gleicher Entfernung von der andern.** 



Brewer, Lehrbuch d. Geometrie. — Düsseldorf 1822. 

p. 4: „Gerade Linien, die in derselben Ebene liegen und 
sich unendlich verlängert nicht schneiden, heifsen parallele 
oder gleichlaufende Linien." 

p. 15: „Wenn zwei Linien, welche in einer Ebene hegen, 
von einer dritten so geschnitten werden, dafs pp. Winkel gleich 
sind, so sind die Linien parallel.'* 

Beweis durch Kongruenz der Halbstreifen. Wenn also 
auf der einen Seite ein Schnittpunkt dann auch auf der andren, 
was unmöglich ist. 

Montanus, Handbuch der Geometrie. — Berlin 1822. 

p. 22: „Zwei gerade Linien in einer Ebene heifsen parallel 
zu einander, wenn sie in allen Punkten gleich weit von ein- 
ander entfernt bleiben, soweit man sich dieselben verlängert 
denken mag d. h. wenn alle Senkrechten gleich sind. Dafs 
eine solche Lage einer Geraden gegen eine andre möglich 
sei, wird hier als Grundsatz angenommen, den gewifs jeder 
vernünftige Mensch vermöge seiner innern Anschauungskraft 
als gültig anerkennt, die aber dennoch dem spekulierenden, 
ich möchte sagen dem gelehrten Verstände noch Bedenklich- 
keiten übrig läfst." 

Verfasser weist dann auf den Artikel Parallelen in 
Klügel's Wörterbuch hin. 
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Thibaiit, Grandrifs der reinen Mathematik. — Göttingen 
1822. 

p. 230: „Zwei gerade Linien werden parallel untei^in- 
ander genannt, wenn sie nach keiner Seite hin, verlängere 
man sie soweit man will, zusammenstofsen können.'^ 

Die Entwicklung der Sätze bei geschnittnen Parallelen 
folgt aus der Winkelsumme des Dreiecks, die Thibaut be- 
kanntlich mit Hülfe der Drehung als zwei Rechten gleich 
nachweist. 

p. 184: „ . . . tritt das allgemeine Prinzip einer völligen 
gegenseitigen Unabhängigkeit der progressiven und drehenden 
Bewegung ein. Insofern ein Punkt in gerader Linie fort- 
schreitet, behält er durchaus die nämliche Richtung. Wenn also 
durch Drehung an einem Scheitelpunkte ein Winkel beschrieben 
worden und auf dem letzten Schenkel desselben beliebig fort- 
geschritten wird, ehe man aus seiner Richtung zu einer neuen 
drehend fortgeht, so ist die dadurch im ganzen bewirkte Ände- 
rung der Richtung völlig dieselbe, als wenn beide Drehungen, 
ohne durch eine progressive Bewegung unterbrochen zu werden, 
an dem nämlichen Scheitelpunkte vorgenommen wären." ^) 



Paucker, Die ebene Geometrie. — Königsberg 1823. 

p. 12: „Zwei gerade Linien werden entweder .... oder 
in einer und derselben Ebene so gezogen sein, dafs sie 
nirgends zusammentreffen, wie weit man sie auch verlängern 
mag: solche Linien heifsen in Beziehung zu einander parallel 
oder Parallellinien.'* 

p. 29 wird die Parallelenlehre eingeleitet durch den Satz: 
„Gegen eine Gerade läfst sich aus einem bestimmten Punkte 
nur eine einzige parallele Gerade ziehen." Dann folgen die 
Winkelsätze und ihre ümkehrungen mit indirekten Beweisen. 

Köberlein, Lehrbuch der Elementar-Geometrie. — Sulz- 
bach 1824. 

p. 40; „Linien, welche in einer Ebene überall gleichweit 



*) Man vergl. Günther 's oben zitierte Programmabhandlung über 
den Thibaut'schen Beweis. 

Schotten, der planimetr. Unterricht II. IB 
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von einander abstehen, werden parallel oder gleichlaufend 
genannt 

* Parallellinien können sich nirgends einander nähern oder 
von einander entferneo, und niemals zusammenlaufen/' 

„Konzentrische Kreise sind parallel/' 

,,Die gerade Linie ^ welche die Endpunkte aller gleich 
grofsen Senkrechten^ die auf einer geraden Linie nebeneinander 
errichtet werden können, mit einander verbindet, ist von der 
letzteren überall gleichweit entfernt und daher zu dieser 
parallel." 

Grelle,. Lehrbuch der Elemente d. Geometrie. — Berlin 
1826. 

p. 13: „Gerade Linien, welche mit einer beliebigen dritten 
an einerlei Seite gleiche Winkel machen, heifsen Parallelen.'^ 

Auf das Weitere will ich hier nicht eingehen, da es schon 
in der diesem Gegenstand gevridmeten besondren Schrift des 
Verfassers genügend geschehen ist. Der Beweis des 11. Axioms 
ist hier im wesentlichen derselbe, wie dort: ähnlich in seiner 
Anlage denen von Bertrand und Schulz. 



V. Forstner, Grundrifs d. Elem. d. r. Math. — Berlin 
1826. 

p. 449: „Zwei gerade Linien in einer und derselben Ebene, 
welche unendlich verlängert in keinem Punkte zusammen- 
treffen, heifsen parallele Linien oder blofs Parallelen." 

Daran schliefst sich die Konstruktion von Parallelen 
durch Konstruktion zweier Senkrechten auf einer • Geraden. 
Diese keinen Punkt gemeinsam, sonst Dreieck mit zwei rechten 
Winkeln. Dies nicht möglich. Beweis dafür stützt sich auf 
den Satz, „dafs der Aufsenwinkel gröfser ist als ein innerer 
von ihm getrennt liegender." 



Förstemann, Lehrbuch der Geometrie. — Danzig 1827. 

p. 13 nach Aufstellung und Besprechung der Winkel- 
relationen heiGst § 45: „Findet eine der 16 Gleichungen des 
vorigen §, und finden also alle 16 statt, so sind die beiden 
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Geraden, welche von der dritten geschnitten werden, parallel, 
d. h. sie treffen sich nirgends, selbst unbegrenzt gedacht. 

Indirekter Beweis, gestützt auf 1) die aus der Deckung 
der gleichartigen Wechselwinkel folgende Kongruenz der bei- 
den Hälften des Konstrakts, welche durch die schneidende 
Gerade gebildet werden, und 2) den Satz, dafs zwei Gerade 
nicht mehr als einen Punkt gemeinsam haben können. 



Wolff, Lehrbuch der Geometrie. — Berlin 1830. 

p. 4: „Zwei gerade Linien, die in einer Ebene sich be- 
finden und so liegen, dafs sie nicht übereinander weggehen, 
selbst wenn sie unendlich gedacht würden, heifsen Parallel- 
linien." 

„Grundsatz. Schneiden sich zwei gerade Linien, so giebt 
es keine dritte, die parallel ist mit einer jeden von ihnen." 

Winkelsätze mit indirektem Beweis. 



Bürger, Theorie der Parallellinien. — Heidelberg 1833.^) 
Der Verfasser glaubt den Beweis für das elfte Axiom 
Euklids gefunden zu haben und feiert den Sieg seines Nach- 
denkens über ein durch zwei Jahrtausende nicht gelöstes 
Problem in überschwenglicher Weise. 

Die eigentliche Abhandlung leitet er mit dem Satze selbst 
(11. Axiom) ein. Der Beweis hat folgenden Gang. Es wird 
ein Dreieck (rechtwinkl.) angenommen; die Hypotenuse wird 
parallel mit sich verschoben, vor der Bewegung aber werden 
alle Strecken verlängert gedacht; daraus folgert der. Verfasser, 
dafs immer ein Schnittpunkt vorhanden ist, weil der Endpunkt 
der Hypotenuse einmal unterhalb der einen Kathete liege 
und dann oberhalb, also notwendig während des Verschiebens 
einmal auf der Kathete liegen müsse. Man sieht, dafs «ter 
Kern der Frage gar nicht getroffen ist; aufserdem leidet aber 
der Beweis an dem Fehler, an dem alle angeblichen Beweise 
leiden, dafs nämlich Axiome zu Hülfe genommen werden, die 



*) Der Verfasser erwähnt in einer Anmerkung eine zweite Auflage 
Yom Jahre 1820 und setzt als Jahr seiner Erfindung 1815 fest, wo 
also wabracheinlich auch die erste Auflage erschienen ist. 

18* 
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7iel weniger oder wenigstens um nichts eiDleuchtender sind 
als unser Axiom selbst. 

Der Abhandlung folgt sodann eine Zusammenstellung von 
Urteilen, die der erste Versuch erfahren z. B. in den Heidel- 
berger Jahrbüchern der Literatur. 1818. p. 849. 

Die aus dem Hinaufbewegen des Winkels folgenden Fehl- 
schlüsse werden aufgedeckt, wogegen Bürger remonstriert. 

Auch andere Rezensenten erkennen zwar die Bemühungen 
des Verfassers an, vermissen aber in den sogen. Beweisen das 
eigentlich Beweiskräftige. 

Interessant ist übrigens, dafs ein Rezensent 1826 diese 
Schrift nicht besprechen will, „da dieser Gegenstand in un- 
serer Zeit bereits bis zum Ekel besprochen und bestritten 
worden ist." 



E. G. Fischer, Lehrb. d. eb. Geometrie. — Berlin 1833. 

p. 12: „Zwei gerade Linien in einer Ebene, welche ohne 
sich zu decken, gleiche Richtung haben, heifsen parallele 
oder gleichlaufende Linien." 

Die Parallelensätze werden dann auf grund gleichen Rich- 
tungsunterschiedes bewiesen. Von den übrigen Definitionen 
findet sich noch die Euklidische. 



van Swinden, Elemente der Geometrie. — ed. Jacobi. — 
Jena 1834. 

p. 9: „Zwei gerade Linien heifsen parallel, wenn sie 
gegen eine dritte Linie, die sie schneidet, dieselbe Neigung 
haben d. h. mit dieser an der einen Seite einen äufseren 
Winkel bilden, der so grofs ist als der innere Gegenwinkel 
Blieben dieser Seite ist." 

In einer Anmerkung weist der Herausgeber hin auf 
d'Alembert, Melanges etc. V. p. 202, Taquet^) und Cla- 
vius.*) 

^) A. Taquet, Elem. (Enclideae) Geometriae planae ac solidae, 
qüibus accednnt Selecta ex Archimede theoremata etc. ed. nova Am- 
stelod. 1783. — Weitere Ausgabe, Rom 1746. 

«) Euclidis Elem. Libri XV auctore C. Clavio, Francoforti 1607. 
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Euklids Definition^ sowie die, welche sich auf den gleichen 
Abstand stützt^ werden angeführt 

Euklids XL Axiom wird zum teil indirekt bewiesen, zum 
teil mit Hülfe einer weiteren Parallelen. 

Jacobi nennt Konig^) und Taquet und führt an, dafs 
Montucla (Histoire des Mathem. I. p. 209) mit Recht ver- 
mutet; dafs der betr. Satz ursprünglich ein Zusatz zu Satz 28 
des ersten Buches gewesen sei und durch Nachlässigkeit eines 
Abschreibers aus seiner früheren Stelle gerückt sei. Fernere 
Literatur: 

Nasser-eddin-Al-Tussi arabische Übersetzung des Euklid. 
Wallis, Opera Mathematica^) U, 667 u. 672. 

Oastillon in M^moires de TAcademie de Berlin von den 
Jahren 1786 u. 1788. 



Ulrich, Lehrbuch der reinen Mathematik. — Got- 
tingen 1836. 

p. 427 wird der Satz von der Winkelsumme im Dreieck 
folgendermafsen bewiesen: „Es werde der Winkel NCQ so, 
dafs sein Sehenkel CQ in der Linie PQ bleibt, an PQ von 
Cbis B verschoben, wo- 
durch der Schenkel CN 
in die Lage J5^' kommt. 
Es ist oflFenbar, dafs JB^'* 
zwischen den Linien J? Q 
und SM liege, denn da 
W. ACQ>W. ABC 
ist, so ist 2JB — ACQ 
<2R -ABC, oder 
NCQ < MBQ, mithin, 
weil N'BQ = NCQ 
iBt,N'BQ<MBQ.I)^ ^«^''^ 

nun die Linien BN' und ACN an derselben Seite von PQ 
mit dieser die gleichen Winkel an B und C einschliefsen, 

^) Eoenig Elemens de Geometrie contenant les six premiers livres 
d'Euclide etc. h la Haye 1762. 
») Oxford, 1693. 
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also in gleichem Lagenverhältnis gegen PQ stehen ^ so sind 
auch — wie früher bewiesen — die Winkel dieser Linien gegen 
irgend eine andere Richtung MS, nämlich N'BS und NASj 
folglich auch deren Nebenwinkel MBN' und MAN einander 
gleich. 

Demnach ist 

PBM=ABC, 

MBN' = BAC, 
N'BC=NCQ = ACB', 

addiert man diese Gleichungen zusammen, so folgt 

PBM + MBN' + N'BC « ABC + BAC + AGB. 

Die Winkelsumme im ersten Teile dieser Gleichung beträgt 
aber 2Ry folglich ist auch 

ABC + BAU + ACB = 22?." 

p. 441 folgt die Lehre von den Parallellinien. Die Er- 
klärung lautet: ^^Zwei gerade Linien in derselben Ebene , die 
obschon sie beliebig verlängert gedacht werden mögen^ sich 
nicht schneiden, heifsen Parallellinien." 

Die nötigen Beweise stützen sich im wesentlichen auf 
den Dreieckssatz resp. werden ähnliche Betrachtungen wie 
dort angestellt. 

Arneth, System der Geometrie. — Stuttgart 1840. 

p. 10: „Gegenseitige Lage zweier Geraden. Be- 
trachtet man die Gerade ihrer Lage und Richtung nach ge- 
geben, so kann man die Lage und Richtung der andern mit 
denen der ersten vergleichen. Bei dieser Vergleichung sind 
nur zwei Fälle möglich: die Geraden haben entweder ver- 
schiedene oder sie haben dieselbe Richtung. 

Von solchen Linien sagt man im gewöhnlichen Sprach- 
gebrauches sie neigen sich zu einander oder sie sind gleich- 
laufend, parallel. 

Der Begriff der Neigung beruht auf dem der Annäherung, 
des endlichen Zusammentreffens, so dafs Verschiedenheit der 
Richtung, Neigung, Zusammentreffen nur verschiedene Aus- 
drücke ein und derselben Bedingung sind, und Gleichheit der 
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Richtung^ Parallelität^ Nichtzusammentreffen verslshiedene Aus- 
drücke des Gegensatzes." 

Hieran sehliefst sich unter dem Titel „Von der ge- 
neigten Lage" die Lehre vom Winkel. — Dann heilst es 
p. 15: „Von der parallelen Lage. Haben CD und FG 
gleiche Richtungen unter sich, so bilden sie auch gleiche 
Richtungen mit AB und es ist BED=^ EHGJ' Damit ist 
sofort die Überleitung zu den bekannten Sätzen von den 
Winkeln bei geschnittenen Parallelen gegeben. 

Dann heifst es p. 16: „Man erkennt also die Gleichheit 
der Richtungen an diesen drei Eigenschaften der Winkel, man 
erkennt sie aber auch an dem Nichtzusammentrefifen der bei- 
den Geraden, da hierin eben der Charakter der Gleichheit der 
Richtungen liegt und die angegebenen Eigenschaften der 
Winkel darauf beruhen, daher eine nicht minder wichtige 
Wahrheit wie die vorhergehende, die folgende ist: 

„13) Sind zwei Linien AB und CD zu einander parallel, 
und zieht man die Linien KL, MN^ OP, QR u. s. w. nach 
einer beliebigen aber unter einander gleichen Richtung, so 
müssen die Entfernungen der Punkte L, N, P, . . . . von 
K, Mj 0, oder die Geraden KL, MN, OPy sämt- 
lich einander gleich sein oder die beiden Parallelen müssen 
in dieser Richtung immer die gleiche Entfernung behalten." 

Hierzu wird ein indirekter Beweis gegeben. 



Euklid, Elemente ed. Dippe. — Halle 1840. 

p. 2: „Parallel sind gerade Linien, die in derselben 
Ebene liegen und auf keiner der beiden Seiten zusammentreffen, 
soweit man sie auch an beiden Seiten verlängern mag." 

p. 3: „Grundsalz 11: Werden zwei gerade Linien von 
einer dritten so geschnitten, dafs die beiden inneren an 
einerlei Seite liegenden Winkel zusammen kleiner als zwei 
rechte sind, so treffen diese beiden Linien, genugsam ver- 
längert, an eben der Seite zusammen." 

Hierzu bemerkt der Herausgeber, dafs Peyrard, der Mehr- 
zahl der Handschriften folgend, in seinen „Oeuvres d'Euclide. 
Paris 1814" diesen Grundsatz als Forderung aufführe. 
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Wunder, Die Elemente der ebenen Geometrie. — Leipzig 
1840. 

p. 14: yyHaben zwei Strahlen einerlei Richtung, aber es 
ist keiner nach dem Anfangspunkt des andern hin gerichtet, 
so können sie nie zusammentreffen und heifsen dann pa- 
rallel." Winkelsätze mit Richtungsbweis. 



Beck, Die ebene Geometrie nach Legendre. — Bern 1842. 

§ 15: „Parallellinien sind Linien, welche in ein und der- 
selben Ebene liegen und nie zusammentreffen." 

Nach der Dreieckslehre findet sich § 68 Lehrsatz: ,,Sind 
zwei Linien senkrecht auf einer dritten, so sind sie parallel/' 
§ 69 die Erklärung der Namen Wechselwinkel etc. 

§ 70: Lehrsatz: „Werden zwei Linien von einer dritten 
geschnitten, und beträgt die Summe der zwei inneren an- 
liegenden Winkel 2Ü, so sind diese Linien parallel." 

Analog werden die andern Sätze behandelt Dann folgen 
von § 75 an die Umkehrungen. 

§ 79: „Parallelen sind überall gleich weit von einander 
entfernt." 

Frantz, Die Philosophie der Mathematik. — Leipzig 
1842. 

p. 69: „Die gerade Linie bezieht sich auf sich selbst als 
auf sich aufserhalb ihrer, sie ist, sie wird ihre Pa- 
rallele. Als Parallele ist sie auTser sich gekommen und 
kommt sie auTser sich." 

p. 116 äuTsert sich der Verfasser gegen Legendre, indem 
er den Nachweis zu bringen versucht, dafs der Satz von der 
Winkelsumme erst nach der Parallelentheorie folgen dürfe. 
Legendre^s Beweis leide an dem Fehler, dafs er eine unend- 
liche Beihe von Konstruktionen fordere. Die ünbeweisbar- 
keit des elften Axioms liege in der falschen Definition des 
Parallelismus. 

Es mufs definiert werden: „Eine gerade Linie ist einer 
andern parallel, wenn sie in allen ihren Punkten von der- 
selben gleichweit absteht." 

Dafs sich aus der Konstruktion der gleichweit entfernten 
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Punkte eine Gerade ergebe. Hege in der Definition der Ge- 
raden. Danach ergebe sich folgender Gang der Parallelen 
theorie : 

yfi, Lehrsatz. Ist eine gerade Linie von einer andern in 
allen Punkten gleichweit entfernt, so hat auch diese von jener 
in allen Punkten gleiche und dieselbe EntfernuDg. 

b. Lehrsatz. Eine gerade Linie^ die in zwei Punkten 
von einer andern auf derselben Seite gleich weit absteht, ist 
derselben parallel. 

c. Lehrsatz. Die bekannten Winkelrelationen, das elfte 
Axiom etc. 

d. Sind zwei Gerade einer dritten parallel, dann auch 
untereinander. 

e. Die Winkelsumme im Dreieck." 



Prancoeur, Vollständiger Lehrkurs der reinen Mathe- 
matik. Ed. Külp. — Bern 1843. 

p. 25: „Zwei gerade Linien, welche, obgleich in einer 
Ebene liegend, einander nie begegnen, so weit man sie auch 
nach einer oder der andern Seite hin verlängern mag, heifsen 
Parallellinien.*^ 

Die Sätze werden bewiesen durch Vergleichung von Winkel- 
räumen und Parallelstreifen. 

In einer Anmerkung wird auf die Identität dieser Sätze 
mit dem elften Axiom hingewiesen; ein besonderes Axiom ist 
notig. Es wird hier folgendermafsen geformt: 

Wenn eine Linie A auf einer Linie JB senkrecht steht 
und die Linie C trifft dieselbe unter einem spitzen Winkel, so 
müssen A und G gehörig verlängert sich schneiden. 

Der Beweis ist oben angedeutet. 



Bretschneider, Lehrgebäude der niederen Geometrie. — 
Jena 1844. 

p. 36 : „Werden zwei Gerade A B und CD von einer dritten 
EF so geschnitten, dafs unter den dadurch entstehenden acht 
Winkeln eine der zwölf Grundgleichungen ^) stattfindet, so 

^) Diese Gleichungen sind im vorhergehenden Paragraphen auf- 
gestellt; es sind die bekannten. 
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nennt man die geschnittenen Linien parallel oder auch Pa- 
rallellinien oder kurz Parallelen." 

;,Parallellin]en können sich niemals schneiden, soweit sie 
auch verläogert werden mögen/' 

Beweis durch Kongruenz von Hülfsdreiecken. Es folgen 
dann die Sätze über das Schneiden von Geraden , wenn die 
Summe der inneren Winkel kleiner als zwei Rechte ist. 

Dazu bemerkt der Verfasser p. 41: „Es ist bereits oben 
bemerkt) dafs dieser Satz nicht streng bewiesen sei. Soll dies 
geschehen, so hat man folgenden Weg einzuschlagen. 

Wenn man in der Lehre von den Parallelen .soweit ge- 
diehen ist, so schalte man folgende Sätze ein: 

1) Eine halbbegrenzte Gerade erleidet keine Veränderung 
ihrer Gröfse, wenn man eine vollbegrenzte zu ihr hinzufügt 
oder von ihr wegnimmt. 

2) Ein Winkelblatt erleidet keine Veränderung seiner 
Gröfse, wenn man durch eine Gerade, die dem einen seiner 
Schenkel parallel ist, einen halbbegrenzten Streifen zu ihm 
hinzufügt oder von ihm wegnimmt. 

3) Nie kann ein Winkelblatt, sei der zugehörige Winkel 
noch so klein, ein blofser Teil eines halbbegrenzten Streifens 
sein, der letztere sei so breit als man wolle.'' 

Hierauf stützt sich dann der Beweis in der bekannten 
Weise. 

Schliefslich geht der Verfasser noch auf den Abstand 
der Parallelen ein. 

Legendre, Elemente der Geometrie, ed. Grelle.^) Berlin 
1844. 



*) Aus der Vorrede zur zwölften Auflage des Originals: 
„Da der Beweis der Theorie der Parallelen, so wie er sich in der 
dritten bis achten Auflage findet, nicht ganz frei von Einwendungen 
war, 80 hatte man sich entschlossen, diese Theorie in der neunten Auf- 
lage wiederum beinahe ganz nach Euklid vorzutragen. Fernere Unter- 
suchungen über diesen Gegenstand hatten zu zwei neuen Beweisen des 
Lehrsatzes von der Summe der Winkel eines Dreiecks geführt, die ohne 
Hülfe irgend eines Postulats gegeben werden. 

Von diesen ist der, der sich am wenigsten von der gewohnten 
Ansicht entfernt, hier aufgenommen.'* 



— 283 — 

p. 16: Wird der Satz von der Winkelsumme des Dreiecks 
durch Konstruktion von Hulfsdreiecken bewiesen, indem ge- 
zeigt wird, dafs die Winkelsumme immer die gleiche bleibt, 
während ein Winkel des neuen .Dreiecks kleiner als die Hälfte 
eines des alten Dreiecks wird. Die Schwäche des Beweises lügt 
darin, dafs diese Konstruktion unendlich oft angestellt werden mufs. 

p. 20 folgt dann das elfte Axiom als Lehrsatz mit einem 
ähnlichen Beweise, woran sich die Winkelsätze anschliefsen. 

In einer Anmerkung p. 23 geht Grelle auf das Parallelen- 
problem näher ein und legt Legendre's Beweis, dafs die Winkel- 




summe nicht grofser und nicht kleiner als 2R sein kann „des 
Interesses wegen" dar. Der Vollständigkeit wegen soll dieser 
Beweis hier mitgeteilt werden; 

ABC sei das geg. Dreieck und ACJ eine gerade Linie. 
Man mache CE = ÄC, DCE=BÄG und BC'===AB: so 
ist das Dreieck BCE dem Dreiecke ABC gleich. Wäre nun 
BAG+ABC+BCA>2q {q bedeute einen rechten Winkel), 
so wäre BAC + ABG+BCA>BCA + BGE + BGD, 
weil die letzten drei Winkel zusammen gleich zwei rechten 
sind. Nimmt man also auf beiden Seiten den Winkel BGA 
und dann den Winkel BAG = BGE weg, so bleibt 
ABG>BGB. Da aber die Winkel ABG und BGB von 
gleichen Seiten BG = BG und AB = GD eingeschlossen 
sind, so folgt daraus, dafs BD <AG sein müfste.^) Man mache 
auf dieselbe Weise das Dreieck EEG dem Dreiecke GDE 
oder ABG gleich: so wird eben so gezeigt, dafs DF<GE 
oder <iAG sein müfste; und zwar ist zugleich DE = BD, 
weil ABGD = A DE F. Eben das läfst sich von FE und 
HK zeigen; so weit man will. Der Unterschied von BD und 

^) Legendre stützt sich hierbei auf Sätze, die unabhängig von 
Parallelen bewiesen sind. 
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AC mag nun so klein sein als man will; so kann doch ein 
beliebiges Vielfache desselben, welches der Unterschied der 
ganzen Linie BDFHK von der Linie AJ sein würde, jede 
Gröfse erreichen, und folglich, grofser werden als die Summe 
der beiden Linien am Ende, AB und eT'JT; folglich würde 
unter der Voraussetzung, dafs J. + jB + (7> 2(> sein kann, 
worauf alles dieses beruht, die gebrochene Linie ABKJ 
kürzer sein können als die gerade AJ, Da dieses unmöglich ist; 
so ist die Voraussetzung unstatthaft. Folglich kann die Summe 
der dreiWinkel eines Dreiecks nicht gröfser sein, als zwei rechte. 
Um zu zeigen, dafs auch die Summe der drei Winkel 
eines Dreiecks nicht kleiner sein kann als zwei rechte^ lege 




man, sagt Legendre, an die, dem kleinsten Winkel Ä 
eines Dreiecks ABC gegenüberliegende Seite BG ein Dreieck 
DBCy welches ABC gleich ist, auf die Weise, dafs man 
DBC = BCA und BCB^CBA macht; und ziehe durch 
D eine beliebige gerade Linie, die die verlängerten AB und 
AG ixi E und F schneidet. 

Wäre nun die Summe der drei Winkel in dem Dreiecke 
ABC kleiner als zwei Kechte, und zwar = 2q — 8, so wäre 
auch die Summe der Winkel von DBG= 2q — d, weil die 
Dreiecke einander gleich sind. Da nun die Summe der drei 
Winkel in jedem der beiden übrigen Dreiecke BEB und 
FBCy wie vorhin bewiesen, wenigstens nicht gröfser sein 
kann als zwei Eechte: so ist die Summe der 12 Winkel, in 
allen vier Dreiecken der Figur, höchstens 

+ 29 — * = 89 — 2*. 

+ 29-*] 
Nun ist die Summe der drei Winkel an jedem der drei Punkte 
B^ C, D = 2p. Zieht man diese neun Winkel, die also zu- 
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sammen 6q ausmachen^ vod jeneu zwölf Winkeln ab, so bleiben 
die drei Winkel -4, E und F des Dreiecks AEF übrig, die 
also höchstens = 2p — 28 sind. Daraus folgt, dafs^ wenn 
die drei Winkel in dem kleinen Dreieck ABC um 8 weniger 
betragen als zwei Rechte, die drei Winkel in dem gröfseren 
AEF schon (mindestens) um das Doppelte, 2d, von zwei 
Rechten verschieden sind. Wiederholte man also die Zusammen- 
setzung, so ginge das so weiter. So klein aber auch 8 sein 
mag: so kann ein beliebiges Vielfaches desselben doch jede 
beliebige Gröfse und also selbst 2p übersteigen; woraus folgen 
würde, dafs die Summe der Winkel eines hinreichend grofsen 
Dreiecks = 0, oder selbst weniger als sein könne. Da 
dieses unmöglich ist, so ist die Voraussetzung,^ dafs die 
Winkel im Dreieck kleiner sein können als zwei Rechte, 
unstatthaft. 

Damit wäre also gezeigt, dafs die Summe der Winkel 
gleich zwei Rechten sein mufs. 

Der erste Teil des Beweises ist einwurfsfrei; „der andere 
Teil aber hat eine schwache Stelle, nämlich da, wo verlangt 
wird^ dafs durch D eine gerade Linie gezogen werden soll, 
die jBund jP zugleich schneidet. Diese Forderung stimmt 
im wesentlichen mit dem zu beweisenden Axiom überein. ^) 

Grelle giebt dann noch eine Vereinfachung des auf S. 16 
bewiesenen Satzes, erkennt aber Legendre's Versuch, das be- 
rühmte Problem zu lösen, als der vollständigen Lösung mög- 
lichst nahe an; er verweist femer auf den Beweis in seinem 
Lehrbuch. Vergl. Zitat aus Grelle p. 274. 

p, 26 folgt der Lehrsatz: „Zwei Parallelen sind überall 
gleichweit von einander entfernt. '^ 



J. H. T. Müller, Lehrbuch der Geometrie. — Halle 1844. 

Es werden zuerst die Winkelerklärungen durchgenommen. 
Dann heifst es p. 21: „Haben zwei von einer dritten m halb- 
begrenzte Linien eine solche Lage, dafs eine derselben, wenn 

^) Hiernach ist das elfte Axiom identisch mit dem folgenden: 
„Liegt zwischen zwei von einem Punkte ausgehenden Strahlen ein 
Punkt, so läfst sich immer durch ihn eine Gerade legen, die die beiden 
Strahlen zugleich schneidet/* 
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sie längs der m gleiclimärsig so lange fortschreitet^ bis beider 
Anfangspunkte zusammenfallen, auf die andere fallt, so sagt 
man, dafs die beiden parallel seien/' 

Dann folgen die Winkelsätze. 

p. 23: j^Lehrsatz. Durch einen Puokt aufserhalb nur eine 
Parallele denkbar." Beweis indirekt 



Recht, Die Elemente der Geometrie. — München 1844. 

p. 17 u. f. werden die Winkelerklärungen erörtert. Dann 
folgen Dreieckssätze (Eongruenzsätze) und Sätze über das Per- 
pendikel und das gleichschenklige Dreieck. 

p. 47: „Zwei gerade in einer Ebene liegende Linien, die 
sich in keinem Orte schneiden, soweit man sie auch verlängert 
denkt, heifsen parallel oder Parallellinien." 

Dann folgen die Winkelsätze und ihre Umkehrungen mit 
indirekten Beweisen. (Richtung.) 



Mahistre, Lehrbuch der vergleichenden Geometrie, ed. 
Lorey. — Weimar 1845. 

p. 16: „Zwei gerade, in einer und derselben Ebene liegende 
Linien heifsen parallel, wenn sie sich nicht schneiden, so weit 
man auch beide verlängern mag/^ 



Salomon, Reine Elementargeometrie. — Wien 1847. 

p. 19: „Zwei gerade Linien, welche in einer Ebene von 
einander getrennt liegen, stehen ebenfalls in einer bestimmten 
Beziehung, zu deren Kenntnis man gelangt, wenn man sie mit 
einer dritten Geraden durchschneidet und gleichliegende Winkel 
mit einander vergleicht. Sind diese Winkel einander gleich, 
so heifsen jene Linien gleich gerichtet.** 

„Zwei gerade Linien, welche in derselben Ebene liegen 
und sich nicht schneiden, wenn sie auch auf jeder Seite ins 
Unendliche verlängert gedacht werden, heifsen parallel oder 
Parallellinien.'* 

Nachweis, dafs parallele Gerade gleich gerichtet sind; 
woraus der Beweis für die Winkelsätze folgt. 
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Steffen ha gen, Kompendium der Planimetrie. — Parehim 
1847. 

p. 22: „Gleichgerichtete geTade Linien in derselben Ebene 
entstehen, wenn zwei bewegliche Punkte in der Ebene sich 
beide in derselben Richtung bewegen. Es ist hierbei eine 
dreifache Lage möglich; .... beide Linien liegen zwar in 
derselben Ebene, aber weder aufeinander, noch eine in der 
Verlängerung der andern; sondern nebeneinander. Gleich- 
gerichtete Geraden dieser letzten Art heifsen Parallellinien 
oder gleichlaufende Linien. Parallellinien oder gleichlaufende 
Linien sind gerade Linien in derselben Ebene, die bei der 
gröfstmöglichen Verlängerung in gerader Richtung nach bei- 
den Seiten hin einander nie berühren oder auf einander treffen 
werden.*^ 

Tellkampf, Vorschule der Mathematik. — Berlin 1847. 

p. 241: „Zwei Gerade, welche unendlich verlängert in 
keinem Punkte zusammentreffen und folglich keinen Winkel 
bilden können, heifsen Parallelen." 

Der Beweis der Winkelsätze geht aus dieser Erklärung 
hervor, er ist natürlich indirekt. 



Knorr, Elemente der Geometrie. — Kiew 1849. 

Der Verfasser fuhrt den Begriff des rechtwinkligen Zwei- 
ecks ein und verwertet ihn zu einer Reihe von Sätzen z. B. 
zum Beweis, dafs die Winkelsumme im rechtwinkligen Dreieck 
gleich zwei Rechten ist und folglich in jedem. 

Darauf gründet sich dann die Parallelenlehre und schliefst 
mit Euklids elftem Axiom. 

In der Vorrede wird auf 

Bunjakowsky, Memoires de Tacademie d. St. Peters- 
bourg 1844, hingewiesen, der „eine ebenso gelehrte als scharf- 
sinnige Kritik der verschiedenen Paralleltheorieen" geliefert 
habe und besonders den Mangel von Legendre's Beweis (II. 
Teil) völlig aufgedeckt habe. Verfasser schliefst sich wesent- 
lich an Grelle an und verwirft Lobatschewsky. 
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Ebensperger; Gemeiafafsliche Geometrie. — Nürnberg 
1850. 

p. 12: ,,Zwei oder mehrere LinieD, in derselben Ebene 
liegend, welche in allen Punkten gleichweit von einander ent- 
fernt bleiben und, selbst wenn sie unendlich verlängert wür- 
den, nie zusammentreffen, heifsen Parallellinieu. Diese 
können sowohl von Geraden, als von krummen Linien gebildet 
werden." 

Lübsen, Ausführliches Lehrbuch der Elementar-Geometrie. 
Hamburg 1850. 

p. 50: „Zwei gerade Linien, welche in einer Ebene liegen 
und nach keiner Seite hin zusammentreffen^ wie weit man sie 
auch verlängert denken mag, heifsen parallel." 

Dann folgen die Winkelsätze. 

p. 53: „Lehrsatz. Zwei Parallellinien sind überall gleich- 
weit von einander entfernt." 

Durch Kongruenz von Dreiecken bewiesen. 



Bartholomäi, Geradlinige Planimetrie. — Jena 1851. 

p. 14. § 25: „Die Möglichkeit sich nicht schneidender 
Geraden ist nur eine logische, denn wir wissen noch nicht, 
ob es wirklich Gerade giebt, welche sich nicht schnei- 
den, " 

p. 42. § 63: „Wir haben jetzt zu den sich nicht schnei- 
denden Geraden überzugehen. Wir bekümmern uns nur um 
diejenigen, welche in derselben Ebene liegen. Sie heifsen 
Parallellinien oder Parallelen. Parallelen sind also 
solche Gerade in der Ebene, welche sich nirgends 
schneiden. 

Durch diese Erklärung ist der Begriff der Parallelen nur 
negativ bestimmt, und die Realität derselben noch nicht er- 
wiesen. Wir haben deshalb die doppelte Aufgabe: 1) aus 
der negativen Erklärung der Parallelen eine positive 
abzuleiten, 2) die Wirklichkeit der Parallelen nach- 
zuweisen. 

§ 64. „Parallelen treffen nie zusammen, also bilden sie 
keinen Winkel, mithin kann kein Unterschied ihrer Richtungen 
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gedacht werden^ folglich haben sie dieselbe Bichtung. Mithin 
sind Parallelen solche Gerade, welche dieselbe Rich- 
tung haben. 

Parallelen sind inbezug auf die Bichtung dieselbe Linie. — '^ 

§ 65 löst dann die Aufgabe 2 des § 63. 

§ 66 fafst den Parallelstreifen auf und weist nach: 
„Parallelen sind solche Gerade/ welche eine Fläche einschliefsen, 
welche i^ibezug auf die Halbebene gleich Null oder verschwin- 
dend klein ist." 

Kunze, Lehrbuch der Geometrie. — Jena 1851. 

p. 37: ;,Eine Linie von der Beschaffenheit, dafs alle ihre 
Punkte in einerlei Ebene von einer Geraden gleichweit ab- 
stehen, heifst eine Parallellinie oder eine Parallele zu 
derselben.^' 

„Grundsatz. Die Parallele zu einer Geraden ist selbst 
eine Gerade." 

Unger, Die Geometrie des Euklid. — Leipzig 1851. 

Zu der p.45 — 49 ganz in Euklidscher Weise dargestellten 
Parallelenlehre heifst es in einem Anhange p. 66: „Die Er- 
klärung der Parallelen enthält blofs negative Merkmale; man 
erfährt durch dieselbe, „dafs es Linien in einer Ebene sind, 
die nicht zusammentreffen" und daher bietet diese Erklärung 
direkt kein Mittel dar, woraus sich erkennen liefse „ob zwei 
geg. Linien parallel oder nicht*'." Die Frage nach den Merk- 
malen erledige sich durch eine dritte Linie und die Sätze über 
die Winkel. . 

August, Lehrbuch der Mathematik. — Berlin 1852. 

p. 35: „Zwei gerade Linien heifsen parallel, wenn sie 
in derselben Ebene liegen und zu beiden Seiten, so weit man 
will, verlängert nie zusammentreffen." 

Diese Erklärung folgt nach der Lehre von der Kongruenz. 
Daran schliefsen sich zwei (resp. drei) Lehrsätze, wie der fol- 
gende: 

„Wenn bei zweien von einer dritten durchschnittenen 
Linien die inneren Winkel auf einer der schneidenden Linie 
zusammengenommen zwei rechte betragen; so ist dies auch 

Schotten, der planimetr. Unterricht. II. 19 
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auf der andern Seite der Fall und die Gegenwinkel und Wechsel- 
winkel sind überall gleich/^ 

Dann heilst es: ^^Wenn zwei gerade Linien von einer 
dritten so durchschnitten werden, dafs beide innere Winkel 
gleich sind; so sind die Liuien parallel/' 

Äld ümkehrung dieses Satzes folgt ^^Grundsätzlicher 
Lehrsatz: Zwei Linien, die mit einer durchschneidenden anf 
einer Seite innere Winkel bilden^ die zusammen kleiner als 
zwei rechte sind, treiBFen sich gehörig verlängert auf dieser 
Seite." 

Es wird hervorgehoben, dafs dieser Lehrsatz aus den da- 
gewesenen Grundsätzen und Lehrsätzen sich nicht streng 
beweisen lasse. Euklides habe ihn daher als Grundsatz auf- 
gestellt. Viele Beweise. Es folgt dann als angeblich ein- 
fachster ein indirekter Beweis, der sich auf den Hülfssatz 
stützt, dafs jedes beliebige Winkelblatt gröfser ist als 
jeder beliebige Parallelstreifen." 



Kosack, Beiträge zu einer systematischen Entwicklung 
der Geometrie aus der Anschauung. — Nordhausen 1852. 
(Progr.) 

p. 19: „Parallele Linien sind solche, welche dieselbe Rich- 
tung haben. Solche Linien werden ihrer Natur nach, soweit 
man sie auch verlängern mag, nie zusammentreffen." Winkel- 
sätze mit Richtungsbeweis. — Umkehrungen. 

Fresenius, Die Raumlehre eine Grammatik der Natur. 
Frankfurt a. M. 1853. 

p. 40: „Lassen wir zwei Punkte sich mit gleicher Rich- 
tung bewegen, doch nicht so, dafs der eine in der Richtung 
des andern liegt, sondern nach irgend einer andern Seite 
hin, so erhalten wir zwei gleichgerichtete oder parallele 
Linien. 

Zwei mit gleicher Richtung bewegte Punkte können nie 
zusammentreffen. Sonst müfsten sie ja auch umgekehrt aus 
einem Orte herkommen können, was für zwei gleiche Eich- 
tungen eine Unmöglichkeit ist;" 
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Gernerth, Grundlehren der ebenen Geometrie. — Wien 
1857. 

p. 8: „Werden gerade Linien^ welche in einer und der- 
selben Ebene liegen, bezüglich ihrer Richtung mit ein- 
ander verglichen; so sind zwei Fälle möglich; sie haben ent- 
weder dieselbe Richtung oder verschiedene Richtung/' 
(Namen.) 

p. 9: ,,Aus der Einerleiheit der Richtungen paralleler 
Linien ergiebt sich folgende Grundeigenschaft derselben: Pa- 
rallele Linien treffen, beliebig weit verlängert, nie 
zusammen.'^ 

Der Beweis, der Winkelsätze stützt sich natürlich auf die 
„gleiche Abweichung der Richtungen.'^ 



Sn.ell, Lehrbuch der geradlinigten Planimetrie. — Leipzig 
1857. 

p. 18: „Zwei gerade Linien können so liegen, dafs sie, 
selbst ins Unendliche nach beiden Seiten verlängert, sich nicht 
schneiden. In diesem Falle heiTsen die Linien gleichlaufend 
oder parallel." 

Die Winkelsätze werden mit Richtungsbeweis gegeben. 



Ley, Die Planimetrie. — Bonn 1858. 
p. 14: „Linien heifsen parallel, wenn sie in derselben 
Ebene liegen und verlängert sich nie treffen.^' 
Beweis mittelst Parallelverschiebung. 



F. W. Becker, Lehrbuch der Elementargeometrie. Oppen- 
heim a. R. 1859. 

p. 4: „Liegen zwei Gerade so, dafs sie sich nicht schnei- 
den, wenn man sie auch noch so weit verlängert, so heifsen 
sie gleichlaufend oder, parallel." 



Heidenreich, Die Elemente der niederen Geometrie. — 
Leipzig 1859. 

§ 5 handelt von den Winkeln, wenn zwei Gerade von 
einer dritten geschnitten werden und weist die Beziehungen 
unter diesen nach. 
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§ 6: ;,Zwei gerade LinieD, welche, soweit man sie auch 
verlängern mag; sich nicht treffen, oder, was dasselbe sagt, 
zwei gerade Linien ^ die gleiche Eichtang haben , heifsen Fa- 
rallellinien/' 

,;Man kann die. eine oder andere Erklärung von Farallel- 
linien wählen; im wesentlichen stimmen beide mit einander 
überein. Denn gleich gerichtete Linien können sich nie treffen; 
da sie in diesem Falle einen Winkel bilden^ also verschiedene 
Richtung haben müfsten/^ 



Pranke, Die Elemente der eb. Geometrie. — Hannover 
1860. 

p. 11: „Zwei Gerade heifsen parallel, wenn sie sich nicht 
schneiden, wie weit sie auch verlängert werden. Da zwei 
parallele Gerade sich nicht schneiden, so erleidet die eine 
gegen die andere keine Ablenkung, es haben daher beide 
Gerade gleiche Richtung/^ 

Der Beweis stützt sich auf dieselbe Ablenkung. 



Gi ff hörn, Leitfaden der eb. Geometrie etc. — Braun- 
schweig 1862. 

p. 11: „Zwei Linien können nicht nur ihrer Grofse, son- 
dern auch ihrer Richtung nach mit einander verglichen werden 
und sind dann entweder gleichgerichtet, gleichlaufend (parallel) 

oder Um über die Parallelität zweier Linien urteilen 

zu können, müssen ihre Richtungen mit der Richtung einer 
dritten sie durchschneidenden Linie verglichen werden.'' 



Wieg and, Planimetrie. — Halle 1863. 

p. 22: „Zwei Linien, welche ohne zusammenzufallen eine 
und dieselbe Richtung haben, nennt man gleichlaufend oder 
parallel."* 

,^Lehrsatz. Parallele Linien schneiden einander niemals 
und nirgends^ soweit man sie auch nach beiden Seiten ver- 
längern mag" und Umkehrung. 

Winkelsätze mit Richtungsbeweis. 
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D.ronke, Die Elemente der eb. Geometrie. — M. Gladbach 
1864 

p. 4: „Zwei gerade LinieD, die ins Unendliche verlängert 
sich nicht schneiden, heifsen Parallellinien und man sagt, die 
eine sei parallel der andern/^ 

;,Der von zwei Parallelen eingeschlossene Baum wird Pa- 
rallelraum genannt.^' 

„Jeder Winkel nimmt einen grofseren Flächen- 
raum ein, als jeder Parallelraum.'^ 

^^Schneidet eine Gerade eine von zwei Parallellinien, so 
schneidet sie bei gehöriger Verlängerung auch die andere/' 
Auf diese Sätze stützt sich dann der Beweis des elften Axioms; 
den wichtigsten habe ich durch den Druck hervorgehoben. 



Funck, Das Euklidische System der Geometrie der Ebene. 
- Berlin 1864. 

p. 3 : „Parallellinien sind Linien, die in einer Ebene liegen, 
und, wenn auch noch so weit nach beiden Seiten verlängert, 
sich niemals schneiden.'' 



Weifsenborn, Die Elemente der Planimetrie. — Halle 
1864. 

p. 19: „Wenn zwei Gerade gleiche Richtung haben, so 
sagt man, sie sind Parallellinien.'' 

„Grundsatz. Zwei parallele Gerade können sich nie schnei- 
den, wenn man sie auch noch so weit verlängert. Und um- 
gekehrt. Wenn sich zwei Gerade in derselben Ebene nirgends 
schneiden, auch nicht, wenn sie noch so weit verlängert wer- 
den, so sind sie parallel." 

Die Winkelsätze werden mit Hülfe des gleichen Bichtungs- 
unterschiedes bewiesen. 



Sonndorfer, Lehrbuch der Geometrie. — Wien 1865. 

p. 11: „Zwei Gerade haben dieselbe Richtung, so heifsen 
sie parallel." 

„Zwei Linien sind parallel , wenn sie noch so weit ver- 
längert sich nie treffen." 
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„Zu einer gegebenen Geraden kann durch einen .aufser 
derselben liegenden Punkt nur eine Parallele gelegt werden" 

Sonnenburg, Ebene Geometrie. Bremen 1868. 

p. 10: „Zwei unendliche, gerade Linien in der unbe- 
grenzten Ebene, welche nicht konvergieren, also sich nicht 
schneiden, heifsen Parallellinien/' 

„Schneiden sich zwei gerade Linien, so giebt es keine 
dritte, welche mit einer jeden von beiden parallel ist." Beweis 
indirekt. 

Die Winkelsätze werden durch^Deckung der Halbstreifen 
bewiesen. 

Teirich, Lehrbuch der Geometrie. — Wien 1868. 

p. 13: „Zwei in einer Ebene liegende gerade Linien, welche 
gleiche Bichtung besitzen, ohne ineinander zu fallen, heifsen 
parallel." 

„Man erkennt leicht, dafs zwei solche Gerade immer in 
derselben Entfernung von einander bleiben und niemals zu- 
sammentreffen, wie weit man sie auch verlängern mag." 

„Zu einer Geraden läfst sich daber durch einen aufser- 
halb derselben liegenden Punkt jederzeit eine, aber, auch nur 
eine Parallele ziehen." 

Das elfte Axiom wird . ebenfalls als Grundsatz aus- 
gesprochen. 

Adam, Lehrbuch der eb. u. körperl. Geometrie. Berlin 1869. 

p. 12: „In jeder Fläche, des Würfels bleiben je zwei 
gegenüberstehende Kanten, soweit, man sie auch verlängert 
denkt, in stets gleicher Entfernung von einander. Ebendas- 
selbe nimmt man wahr an den gegenüberstehenden Kanten 
eines viereckigen Tisches etc. 

Linien dieser Art heifsen gleichlaufend oder parallel. 
Hieraus folgt: 

Parallele Linien liegen in einer und derselben 
Ebene und behalten auch bei unendlicher Verlänge- 
rung stets die gleiche Entfernung von einander bei." 

Daran schliefsen sich Übungen und dann Auseinander- 
setzungen über Konvergenz und Divergenz. 
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Beez, Die Elemente der Geometrie. — Plauen 1869. 

p. 23: ;,Zwei Gerade, die, soweit man sie auch verlängert, 
einander nie schneiden, heifsen parallel.^^ 

Hieran schliefsen sich Erklärungen und Lehrsätze. 

p. 26: „Durch einen Punkt aufserhalb einer Geraden ist 
nur eine Parallele zu derselben möglich.'^ 

Indirekter Beweis. 

Rummer,. Elementargeometrie. — Heidelberg 1869. 

p. 2: „Zwei gerade Linien haben gleiche Richtung, 
dann nennt man sie gleichlaufende oder Parallellinien/^ 

Die Winkelsätze werden p. 4 in bezug auf Parallelen aus- 
gesprochen und sind der Erklärung gemäfs mit Richtungs- 
beweis versehen. 

Fr. Becker, Die elementare Geometrie in neuer Anord- 
nung. — Hanau 1870. (Progr.) 

p. 22: „Der gemeinsame Punkt zweier Geraden kann auch 
in unendlicher Feme liegen, man sagt dann, die Geraden 
schneiden sich gar nicht. Die Geraden heifsen in diesem 
Falle parallel." 

„Lehrsatz. Wenn ein Ereuz durch eine Transversale 
eben bildlich geschnitten wird, so kann dieselbe die zweite 
Gerade des Kreuzes selbst bei weitester Verlängerung nicht 
treffen und ist ihr parallel. (Gewöhnlich lautet dieser Satz: 
Wenn zwei Gerade von einer dritten so geschnitten werden, 
dafs die entstehenden korresp. und Weckseiwinkel gleich oder 
die inneren und äufseren entgegengesetzten Winkel supplementär 
sind, so sind die Geraden parallel.)" 

Hierzu bemerkt Becker: „Ein solches Geschnittenwerden 
ist aber nur dann möglich, wenn die Geraden schon parallel 
sind, und findet in diesem Falle die Gleichheit der erwähnten 
Winkel für jeden beliebigen Schnitt statt. Es sollte daher 
der Satz also lauten: Wenn zwei sich schneidende Geraden 
von einer dritten so geschnitten werden, dafs gleiche .... 
Winkel entstehen, so ist die Schneidende der einen der beiden 
Geraden parallel; oder er sollte lauten: Wenn zwei Gerade, 
welche von einer dritten geschnitten werden, so zu einander 
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liegen ; dafs die durch diesen Schnitt entstehenden korresp. 
Winkel gleich sind, so sind diese Geraden parallel/' 

Als Beweis des Lehi:satzes wird der durch Deckung ge- 
geben. Ebenfalls als Lehrsatz folgt dann der Satz, dafs durch 
einen Punkt nur eine Parallele zu einer Geraden möglich ist. 



Frischauf, Elemente der Geometrie. — Graz 1870. 

p. 5: „Sind zwei in einem Punkte S sich schneidende 
Gerade a und b gegeben, und dreht man (in derselben Ebene) 
die Gerade 6 um einen in ihr befindlichen Punkt B derart, 
dafs ihr Durchschnitt mit a immer weiter und weiter rückt, 
so kann man schliefslich eine Lage der Geraden b erhalten, 
für welche der Durchschnitt verschwindet: man nennt diese 
Lage der beiden Geraden die parallele, und beide Gerade 
zu einander parallel. Wird die Drehung weiter fortgesetzt, 
so erscheint der Durchschnittspunkt auf der entgegengesetzten 
Seite der Geraden a." 

„Von einem Punkte aufserhalb einer gegebenen Geraden 
läfst sich nur eine Gerade ziehen, welche zur gegebenen Ge- 
raden parallel ist."^) 

Grunert, Lehrbuch der ebenen Geometrie. — Branden- 
berg a/H. 1870. 

p. 48: „Zwei in einer Ebene, ohne sich zu decken, nach 
ein und derselben Richtung hin sich erstreckende oder gegen 
einander, wie weit man sie auch nach beiden Seiten hin ver- 
längern mag, immer völlig ein und dieselbe Lage habende 
gerade Linien heifsen einander parallel." 

hx einer Anmerkung (nicht für Schüler) legt der Verfasser 
dar, warum seiner Ansicht nach das vorliegende Problem ein 
eigentümliches Axiom erfordert. Als solchen Grundsatz stellt 
er auf: „Zwei gerade Linien, deren jede einer gewissen dritten 
geraden Linie parallel ist, sind einander parallel." 

Daran schliefsen sich die Winkelsätze. 



^) Hierzu sagt eine Anmerkung: Dieser Satz wird als Axiom be- 
betrachtet. 
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Heis und Eschweiler, Lehrbuch der Geometrie. 
Köln 1870. 

Die Parallelenlehre geht aus von den Winkeln beim 
Durchschnitte zweier geraden Linien mit einer dritten. 

p. 11: ;;Parallele Linien heifsen solche Linien, welche 
in einer Ebene liegen und sich nicht schneiden, so weit man 
sie auch nach beiden Seiten hin yerlängem mag/^ 

Dann folgt der Satz, dafs wenn die besondern Winkel- 
beziehungen eintreten, die Geschnittnen parallel sind. 

Beweis durch Deckung der Halbstreifen. 

Hierauf die ümkehrung des 11. Axioms mit indirektem 
Beweis, dann das elfte Axiom selbst ohne Beweis, aber in 
einem Anhange, p. 299, der Bertrand-Schulz'sche Beweis.^) 



Joh. Müller, Lehrbuch der dement. Planimetrie. — 
Bremen 1870. 

p. 21: „Wie die Lage zweier Punkte gegen einander aus 
der Bewegungsgrofse erkannt wird, welche erforderlich ist um 
die beiden Punkte zum Zusammenfallen zu bringen, so ist 
auch mit der Lage zweier Geraden gegen einander kein andrer 
Begriff zu verbinden. Da aber in der Geraden die veränder- 
lichen Grund Vorstellungen beide enthalten sind, so sind für 
die Gerade zwei einfache Bewegungen möglich: Verschiebung 
und Drehung (aufserdem, im Baume, eine Kombination beider 
Bewegungen).'' 

„Zwei Geraden, welche sich durch Verschiebung ohne 
Bichtungsänderung zur Deckung bringen lassen, werden parallel 
genannt 

„Man erhält also zwei parallele Geraden, wenn man von 
zwei sich deckenden Geraden die eine ohne Bichtungsänderung 
verschiebt." 

„Da parallele Geraden ohne Bichtungsänderung zur Deckung 
gebracht werden können, so haben sie dieselbe Bichtung; man 
nennt sie deshalb auch gleichgerichtete Geraden. Eine be- 



^) Bertrand, D^veloppement nouveaa de la partie äldmentaire des 
Mathematiques. 4. Gen^ve 1778. 

Schulz, Entdeckte Theorie der Parallelen. Königsberg 1784/86. 
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stimmte Richtung ist nicht an einen bestimmten Ort gebunden, 
sondern an jedem Orte existiert dieselbe Richtung/' 

.^Parallele Geraden laufen nebeneinander her^ ohne jemals 
zusammenzutreffen.^' 

Die Winkelsätze werden p. 30 unter der Bezeichnung 
„das offene Dreiseit^' behandelt. Ihre Behandlungsweise geht 
aus den Erklärungen hervor. 



BrockmanU; Lehrbuch der element. Geometrie. — Leipzig 
1871. 

p. 9: ^;Aufser der Lage, in welcher zwei Gerade sich 
schneiden und Winkel bilden, ist noch eine Lage zweier Ge- 
raden in der Ebene möglich, nämlich die, in welcher sie sich, 
selbst bei unendlicher Verlängerung, niemals schneiden. 

Linien, welche in ihrer ganzen Ausdehnung keinen Punkt 
miteinander gemeinschaftlich haben, heifsen parallele Linien, 
Parallelen. 

Die Parallelen bilden also mit einander keine Winkel, 
oder es besteht keine Abweichung der Richtung derselben von 
einander. Da nun jede andere Linie, welche von einem Punkte 
einer dieser Parallelen aus gezogen ist, mit dieser einen Winkel 
macht und daher von der Richtung dieser abweicht, so mufs 
sie auch von der Richtung der andern abweichen d. h. mit 
ihr einen Winkel bilden oder sie schneiden. Es folgen daher 
als Grundsätze: 1) Durch einen Punkt ist zu einer 
Geraden nur eine Parallele möglich; und 2) Eine Linie, 
welche eine von zwei Parallelen schneidet, schneidet 
auch die andere.^' 

Hartmann, Geometrischer Leitfaden. — Bautzen 1872. 
— In Form von Fragen und Anweisungen. 

p. 2: „Jede bestimmte Richtung einer Geraden nennen 
wir Lage. 

Welche zwei HauptföUe sind zu unterscheiden, wenn man 
zwei Geraden nach ihrer Lage mit einander vergleicht?" 

p. 3: „Welche Geraden nennt man parallel ?*' 
. „Wie viele Geraden kann man durch einen Punkt zu einer 
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dayon entfernt liegenden Geraden legen? Warum können 
parallele Gerade einander niemals schneiden?'^ 



Hering, Planimetrie. — Leipzig 1872. 

p. 4: „Zwei Gerade heifsen parallel, wenn sie nach 
beiden Seiten beliebig verlängert, keinen oder einen unendlich 
weit entfernten (fallende Körper, Sonnenstrahlen) Punkt ge- 
meinschaftlich haben." 

p. 24: Die Winkelsätze stützen sich auf den BegriflF der 
Richtung. — Daran schliefsen sich direkt die Sätze vom 
Aufsenwinkel und der Dreieckswinkelsumme. 



Sadebeck, Elemente d. e. Geometrie. — Breslau 1872. 

p. 11: „Zwei gerade Linien, welche beliebig verlängert 
nirgends zusammentreffen, heifsen parallel." 

„Grundsatz. Durch einen Punkt aufserhalb einer geraden 
Linie ist zu dieser nur eine einzige parallele Linie möglich." 

Die Winkelsätze durch Deckung der Halbstreifen bewiesen. 



Schlegel, System der Raumlehre. — Leipzig 1872. 

p. 23: „Ein von zwei Geraden mit verschiedner Lage ein- 
geschlossner Teil der Ebene heifst Ebenenstreifen. Seine 
Gröfse ist unbestimmt; denn da die Gerade nicht begrenzt ist, 
so ist auch ein durch ihre Bewegung erzeugtes Gebilde nicht 
vollkommen begrenzt." 

„Zwei Geraden nach verschiedner Lage aber gleicher 
Richtung heifsen parallel." 



Job, Lehrbuch der Planimetrie. — Dresden 1873. 

Nach der Erklärung des Begriffes Wechsel winkel heifst 
es p. 16: „Hat man eine gerade Linie und aufserhalb der- 
selben einen Punkt und zieht man von demselben nach irgend 
einem Punkte der geg. Geraden eine zweite Gerade, so läfst 
sich immer durch den Punkt eine Gerade von solcher Beschaffen- 
heit legen, dafs die entstandnen Wechsel winkel gleich sind." 

Beweis mittelst Drehung. 
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y^Werden zwei gerade Linien so von einer dritten ge- 
schnitten^ daXs gleiche Wechselwinkel entstehen , so treffen 
sich dieselben nicht; man mag sie verlängern so weit als 
man will." 

Beweis durch Deckung der Halbstreifen. 

y;Zwei gerade Linien ^ die mit einer Durchschneidenden 
gleiche Wechsel winkel bilden, nennt man Parallellinien.'' 

Man kann sie auch definieren 
^ 1) als Nichtschneidende, 

2) als Linien gleicher Richtung." 



Nagel, Lehrbuch der ebenen Geometrie. — Ulm 1873. 

p. 2: „Wenn zwei gerade Liuien, so weit man sie ver- 
längert, Dicht zusammentreffen, so sind sie parallel." 

p. 8: „Um die Eigenschaften der Parallellinien zu unter- 
suchen, vergleicht man die Winkel untereinander, welche eine 
gerade Linie mit ihnen macht, wenn sie beide Parallelen 
schneidet." 

Erster Satz: „Bei Parallellinien ist jeder äufsere Winkel 
seinem inneren Gegenwinkel gleich." Bichtungsbeweis. 

Nach dem Satze von der Dreieckswinkelsumme folgen 
dann die Umkehrungen. 



Spieker, Ebene Geometrie. — Potsdam 1873. 

p. 11: „Zwei gerade Linien in einer Ebene, welche ohne 
sich zu decken gleiche Richtung haben, heifsen parallel.^^ 

„Parallelen schneiden sich auch bei unbegrenzter Ver- 
längerung nicht." 

Dann folgt die Umkehrung. 

Die Winkelsätze haben den Richtungsbeweis. 



Baltzer, Die Elemente der Mathematik. — Leipzig 1874. 

p. 31: „Wenn zwei Gerade mit einer dritten Geraden 
Winkel bilden, die gleich oder um 180® verschieden sind — 
jede Gerade in einer bestimmten Richtung, die Winkel in 
einerlei Sinn genommen, so schneiden sie sich nichi" 

Lidirekter Beweis durch Kongruenz der beiden Parallel- 
streifen. 
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Hinweis auf den Mangel des Bertrand'schen Beweises. 

p. 12: „Wenn in einem Dreieck ABC «in Winkel BAG 
und eine an demselben liegende Seite CA unverändert bleibt, 
und die andere daranliegende Seit.e AB im wachsen beginnt, 
so beginnt der ihr gegenüberliegende Winkel AGB zu wachsen. 
Wenn es nun einen bestimmten Winkel AGB giebt, welchem 
der Winkel AGB bei hinreichender Gröfse der Seite AB bis 
auf eine beliebig kleine Differenz sich nähert, so heifst der 
Schenkel 02), welcher nach einem unendlich fernen Punkt 
(dieser Ausdruck ist von Desargues 1630 und in weiterem 
Umfange von Newton 1687 gebraucht worden) des Schenkels 
AB gerichtet ist und letzteren nicht schneidet, während alle 
von G ausgehenden und in dem Winkel AGB enthaltnen 
Schenkel ihn schneiden, parallel mit AB, 

Der Winkel AGB kann das Supplement des Winkels BAG 
erreichen, aber nicht überschreiten. Wenn NG normal zm AB 
ist, wenn NB und NB' entgegengesetzte Richtungen haben 
und wenn der Winkel D'GN= NGB ist, so folgt aus der 
Kongruenz der (offiien) Figuren BNGB und B' NGD\ dafs 
auch GB' parallel mit NB\ Wenn insbesondre der Winkel 
NGB recht ist, so ist B'GN+ NGB = 180«, und die beiden 
Parallelen GB und GD' liegen auf einer Geraden. 

Wenn aber eine solche Grenze AGB des Winkels AGB 
nicht existiert, wenn die Gerade eine geschlossene Linie ist, 
auf der man von A über B in derselben Richtung weitergehend 
nach A gelangt, so sind die Parallelen nicht konstruierbar. 

Den Parallelen entsprechend werden einer Geraden ent- 
weder zwei getrennte unendlich ferne Punkte (real oder nicht 
real)^ oder ein unendlich ferner Punkt zugeschrieben. 

Welcher von den drei möglichen Fällen stattfindet, kann 
weder empirisch (durch Beobachtung) noch theoretisch (spe- 
kulativ) entschieden werden. Auf die Voraussetzung eines 
unendlich fernen Punktes der Geraden ist die gemeine, 
Euklid sehe Geometrie gegründet, der die Erfahrung nicht 
widerspricht und die im Folgenden entwickelt wird; auf die 
Voraussetzung eines Paares unendlich ferner Punkte der Ge- 
raden wird die allgemeine, Nicht-Euklidsche Geometrie 
gegründet." 
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Hieran schliefst sich iu einer Anmerkung eine wertvolle 
historische Darstellung (verbunden mit Angabe der älteren 
Litteratur), von der wir hier das Wichtigste geben wollen. 

Gauss 1792 ist von der Unbeweisbarkeit des 11. Axioms 
überzeugt. Bestätigung dieser Überzeugung durch die von 
GausS; J. Bolyai; Lobatschewsky aufgestellte wider- 
spruchsfreie Geometrie, indem sie die Möglichkeit geradliniger 
Dreiecke mit verschiednen Winkelsummen (unter 180®) zu- 
liefsen. Diese erhält den Namen Nicht-Euklid sehe (ima- 
ginäre) Geometrie, Astralgeometrie, Pangeometrie. — 
Diese Arbeiten fallen in die erste Hälfte dieses Jahrhunderts. 

Die Möglichkeit einer Geometrie bei Negation unendlick 
femer Punkte der Geraden ist von Riemann 1854 erkaout 
worden. 

Der Übergang der allgemeinen Untersuchung zu der 
Euklidschen findet sich nun im folgenden Satze: 

„Wenn die Schenkel CD mit NB, CD' mit NB' parallel 
sind, wenn die Winkel NCDy D'CN recht sind, und daher 
CD und CD' auf der Geraden DD' liegen (Axiome der ge- 
meinen Geometrie), so sind die Geraden BB'y DD' parallel 
und *' 

Helmes, Planimetrie. — Hannover 1874. 

Nach Erledigung der Winkelsätze bei drei Geraden wird 
p. 31 der Satz aufgestellt, dafs wenn die bekannten Bedingungen 
stattfinden „die beiden geraden Linien nie zusammentreffen 
oder nie in einem Punkte sich schneiden, wie weit man sie 
auch verlängern mag, oder parallel sind.'^ 

Beweis durch Deckung der Halbstreifen. 

Der umgekehrte Satz jedoch, das elfte Axiom (oder fünfte 
Postulat), bedarf eines neuen Grundsatzes. 

VergL Klügel, math. Wörterbuch, p. 728, — Ersch und 
Gruber, Encykl. „Parallell''. 

Einfach und natürlich der Grundsatz: „Zwei gleich ge- 
richtete Linien bilden mit jeder beliebigen Transversalen 
gleiche korrespondierende Winkel." (Thibaut.) 

Hieraus ergiebt sich der Satz, dafs durch einen Punkt 
nur eine Parallele möglich ist zu einer Geraden. 
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Helmes selbst giebt dann folgenden Gang an: 

„Grundsatz: Wenn zwei Gerade in einer Ebene einer 
und derselben dritten parallel sind^ so sind sie auch unter- 
einander parallel. 

Folgerung: Durch einen Punkt ist nur eine Parallele zu 
einer Geraden möglich. 

Folgerung: Schneidet eine Gerade eine von zwei Parallelen, 
so schneidet sie auch die andere. 

Lehrsatz: Wenn zwei Gerade parallel sind, so gelten die 
bekannten Winkelbeziehungen. Beweis indirekt. 

Folgerung: Das elfte Axiom Euklids.'^ 

Kober, Leitfaden. — Leipzig 1874. 

p. 8: „Zwei gerade Linien können gemein haben die Rich- 
tung; dann heifsen sie parallel. Parallele Linien können 
einander nie treffen, sonst hätten sie aufser der Richtung noch 
einen Punkt gemein und müfsten zusammenfallen." 

p. 10 folgen die Winkelsätze mit Richtungsbeweis. 



Hub. Müller, Leitfaden 
Leipzig 1874. 

p. 8: 
„Erklärung. Zwei Linien 
sind parallel, wenn sie sich 
nicht schneiden, soweit man 
sie auch verlängern mag. 

Lehrsätze. 
a. Wenn zwei Wechselwinkel 
gleich sind, so sind die ge- 
schnittnen Linien parallel. 

Beweis durch Deckung der 
Halbstreifen. 



der ebenen Geometrie. ^) 



Grundsatz. Durch einen 
Punkt aufserhalb einer Geraden 
läfst sich nur eine Parallele zu 
derselben ziehen. 

a. Werden zwei Parallelen 
von einer dritten Geraden durch- 
schnitten, so sind Wechsel- 
winkel gleich." 

Beweis indirekt. 



Es folgen dann die übrigen Winkelsätze. 



*) In der dritten Auflage, 1889, findet die Parallentheorie eine 
von der hier zitierten so yerschiedne Behandlung, dafs ich sie ebenfalls 
zitieren werde. 
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Schlömilch; Geometrie des Mafses. — Leipzig 1874. 

p. 10: „Zwei gerade Linien, welche gleiche Bichtung be- 
sitzen, ohne ineinander zu fallen, heifsen Parallelen. Man 
bemerkt leicht, dafs zwei solche Gerade immer nebeneinander 
herlaufen und niemals zusammentreffen, wie weit man sie auch 
verlängern möge." 

„Zu einer gegebnen Geraden läfst sich durch einen aufser 
ihr liegenden Punkt jederzeit eine, aber auch nur eine, Parallele 
ziehen," 

Wagner, Lehrbuch der ebenen Geometrie. — Hamburg 
1874. 

p. 33 giebt Wagner den Nachweis der Winkelsumme im 
Dreieck, auf Grund der Aufgabe, ein Dreieck in ein andres 
Yon gleicher Winkelsumme zu verwandeln; des Lehrsatzes, jedes 
Dreieck läfst sich allmählich in ein andres von gleicher Winkel- 
summe verwandeln, in welchem die Summe zweier Winkel 
beliebig klein ist; und der sich daran anschliefsenden Lehrsätze. 

Die Parallelenlehre schliefst sich dann an. 



Worpitzky, Planimetrie. — Berlin 1874. 

p. 10: „Axiom 11. Es giebt kein Dreieck, in welchem 
jeder Winkel kleiner wäre, als ein beliebig klein gegebener 
Winkel. 

Scholie. Die Grundeigenschaften der Figuren, insofern 
man sie blofs als Orter auffafst, sind durch die bisher auf- 
gezählten 11 Axiome erschöpft. (Unser 11. Axiom vertritt 
das gleich nummerierte Euklidische, vor welchem es u. a. die 
grofsere Evidenz und auch den Vorzug voraus hat, dafs man 
keiner langen Entwicklungen zu seinem Verständnis bedarf./ 

Nach diesem Axiom ist der Beweis für die Dreiecks- 
winkelsumme klar (durch fortgesetzte Konstruktion gleicher 
Dreiecke); ebenso die Entwicklung der Parallelenlehre. 



Hablüzel, Lehrbuch der synthetischen Geometrie. — 
Leipzig 1875. 

p. 35: „Zwei Gerade in einer Ebene, welche bei ver- 
schiedner Lage eine gleiche Bichtung haben, werden parallele 
.... genannt.^' 
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Kruse, Elemente der Geometrie. — Berlin 1875. 

p. 20 wird die Winkelsumme des Dreiecks mittelst Drehung 
als gleich zwei Rechten bewiesen. Daran schliefsen sich die 
Winkelsätze bei geschnittnen Geraden. 

p.22: „Zwei Gerade einer Ebene, welche niemals zusammen- 
treffen, wie weit man sie auch yerlängern möge, heifsen 
parallel." 

p. 23: „Da zwei parallele Gerade keinen Punkt gemein 
haben, so kann die eine derselben nicht durch Drehung in die 
Lage der andern gebracht werden; sie bilden also auch keinen 
Winkel miteinander.'^ 

Parallelenyerschiebung. 



Schurig, Elemente der Geometrie. — Plauen 1876. 
p. 3: „Zwei Gerade in einer Ebene, welche beliebig ver- 
ändert sich nicht schneiden, heifsen parallel/' 
Die Beweise der Winkelsätze indirekt. 



Zmurko-Fabian, Lehrbuch der Mathematik. — Lern- 
berg 1876. 

p. 29 wird durch Verschiebung eines Dreiecks, das am 
Schnittpunkt zweier Geraden konstruiert wird, eine dritte Ge- 
rade gewonnen, die mit der einen der beiden ersten keinen 
Punkt gemein hat 

„Solche Gerade heifsen parallele Geraden, und damit sie 
parallel seien ist nur erforderlich, dafs der Winkel beim Ver- 
schieben sich gleich bleibe." 



J. K. Becker, Die Elemente der Geometrie auf neuer 
Grundlage. — Berlin 1877. 

p. 59: „Bilden zwei gerade Linien einer Ebene mit einer 
dritten in derselben Ordnung dieselben Winkel, so haben sie 
in ihrer ganzen Ausdehnung keinen Punkt gemeinsam." 

p. 67: „Aus den Lehrsätzen (33 und) 58 folgt unmittelbar, 
dafs man durch jeden Punkt einer Ebene in derselben immer 
eine Gerade ziehen kann, welche mit einer beliebigen Geraden 

Schotten, der planimetr. Unterricht, n. 20 
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in derselben Ebene keinen Punkt gemein hat Man sagt dann^ 
die Geraden seien parallel oder gleichlaufend und nennt 
jede eine Parallele zur andern, beide auch zwei parallele 
Gerade oder zwei Parallele/* 

Lehrsatz: ,,Man kann durch jeden Punkt einer Ebene 
zu jeder in derselben liegenden Geraden eine und nur 
eine Parallele ziehen/' 

Beweis aus der Gleichheit zweier gleichliegenden Winkel 
indirekt. — Der Einwand, dafs Winkelflächen, weil unendlich, 
nicht miteinander verglichen werden können, wird zurück- 
gewiesen. Dann schliefsen sich eine Reihe von Sätzen an. 
Schliefslich kommt Becker noch auf den unendlich fernen 
Schnittpunkt zu sprechen. 



J. K. Becker, Lehrbuch der Elem.-Geometrie. — Berlin 
1877. 

p. 8: „Dreht sich eine Gerade a um einen Punkt Ä so, 
dafs sie dabei eine nicht durch A gehende Gerade b schneidet, 
fortwährend nach derselben Seite, so rückt der Schnittpunkt 
mit b immer weiter fort und zuletzt gelangt a, ohne die 
Ebene, welche sie beschreibt zu verlassen, in eine Lage, in 
welcher sie mit b keinen Punkt mehr gemein hat. 

Befindet sich a in dieser Lage zu b, so sagt man, a sei 
parallel zu b, oder a und b seien parallele Gerade oder 
Parallele. Wird jedoch a in der Ebene noch weiter gedreht 
so schneidet sie die Gerade b wieder, aber der Schnittpunkt 
erscheint zuerst in weiter Ferne auf der andern Seite und 
kommt bei fortgesetzter Drehung dem Punkt Ä immer näher. 

Wir können also definieren: 

Eine Parallele zu einer gegebnen Geraden ist 
eine Gerade, welche mit derselben Geraden in der- 
selben Ebene liegt, ohne einen Punkt damit gemein 
zu haben. 

Zugleich ist zu merken: 

Durch jeden Punkt einer Ebene geht zu jeder 
nicht durch ihn gehenden Geraden in derselben immer 
eine und nur eine Parallele. 
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Von zweien parallelen Geraden sagen wir, sie haben 
gleiche Stellung. Zwei Punkte, die sich auf parallelen Ge- 
raden bewegen, bewegen sich in gleicher oder entgegengesetzer 
Richtung." 

„Da zwei sich nicht schneidende Gerade nur dann in einer 
Ebene liegen, wenn sie parallel sind, zwei sich schneidende 
aber immer in einer Ebene liegen, so zählt man auch die 
parallelen Geraden zu den sich schneidenden und sagt: 

Parallele Gerade sind gerade Linien, die einen 
unendlich fernen Punkt gemein haben. 

Dieser unendlich ferne Punkt ist aber nur eine Fiktion, 
kein wirklicher Punkt. Denn „unendlich ferne" heifst eben 
nichts anderes, als „nirgends yorhanden". 

Was irgendwo sich befindet, ist immer in endlicher Ferne, 
wenn auch in noch so grofser." 



Boy mann, Lehrbuch der Mathematik. L — Köln und 
Neuss 1877. 

p. 6: „Haben zwei Gerade keinen Punkt gemeinsam, so 
haben sie gleiche Bichtung; haben zwei Gerade gleiche 
Kichtung, so sind sie gleichlaufend und werden Parallelen 
genannt." * 

Diese Erklärung findet sich p. 18 wiederholt. 

Daran schlielsen sich die Folgerungen: 

„Zwei gerade Linien in einer Ebene, welche unbegrenzt 
weit verlängert sich nicht schneiden, sind parallel." 

„Zwei parallele Linien in einer Ebene können, soweit 
man sie auch yerlängern mag, einander nicht schneiden.^^ 

„Zwei gerade Linien, welche beide einer und derselben 
dritten parallel sind, sind unter sich parallel." 



Gilles, Lehrbuch der ebenen Geometrie. — Heidelberg 1877. 

Nach zusammenfassenden Lagenbetrachtungen heifst es 
p. 8: „Haben die beiden Geraden keinen Punkt gemeinsam, 
so nennt man dieselben, wenn sie beide in einer und derselben 
Ebene liegen, parallele Linien." 

20* 
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p. 9 folgt die ^^fruchtbarere Betrachtungsweise/' 

y,Der Ausgangspunkt zweier Geraden ist verschieden, die 
Richtung dieselbe/' 

Parallelverschiebung und Deckung. 

^ySolche Linien können keinen Punkt gemeinschaftlich 
haben/' 

y^Gerade Linien^ welche dieselbe Richtung haben^ heifsen 
Parallelen/' 

Heinze^ Die Elementargeometrie. — Berlin 1877. 

p. 37: „Die in zwei Punkten a, d auf einer Geraden er- 
richteten Perpendikel (a&, de), welche in jeder beliebigen 
gleichen Länge das identische Rechteck (ahed) geben, haben 
überall eine der ad gleiche senkrechte Entfernung von ein- 
ander und heifsen Parallellinien." 



Polster, Geometrie der Ebene. — Würzburg 1877/78. 
(Progr.) 

p. 15^): „Zwei Gerade, deren Richtungen in derselben 
Ebene liegen, ohne einander zu schneiden, heifsen parallele 
Gerade oder Zeillinien (Zeilen)." 

Zusätze. „Gerade Linien, deren Richtungen einander 
decken, sind unter sich {Jkrallel. 

Jede Gerade ist sich selbst parallel. 

Zwei verschiedne Richtungen, von welchen die eine ganz 
auf einerlei Seite der andern liegt, sind parallel/' 

Erklärung von „ebener Strahlbündel", „Streifen", „Winkel- 
abschnitt", „Streifenabschnitt". 

^) Verfasser weist auf einen Artikel von sich hin über „Parallelen- 
Theorie" im 8. Hefte des 13. Bandes der „Blätter für das Bair. Gymna- 
sial- und Bealschulwesen" 1877, worin er dem 9. Axiom Euklids eioe 
Fassung gegeben, „durch deren Anerkennung jeder Widerspruch auf dem 
neueren Standpunkte der Geometrie ausgeschlossen wird**. 

Er glaubt, dafs durch seine Arbeit der Standpunkt der sogenannten 
„Pangeometrie** überwunden, „welcher auf der Grundlage der Besignation 
erwachsen, in der jüngsten Zeit vorzugsweise als streng wissenschaft- 
lich gegolten habe**. 

Die Annahme eines besondern Axioms sei notwendig. Die revi- 
dierte Fassung des 9. Axioms löse die Aufgabe. 
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„Lehrsatz. Die Richtung einer jeden von zwei ver- 
schiednen parallelen Geraden liegt ganz auf einerlei Seite der 
Richtung der andern." Der indirekte Beweis stützt, sich auf 
den dritten der zitierten Zusätze. 

p. 23 — 41 behandelt das dritte Kapitel „Theorie der Kon- 
vergenz und des Parallelismus" Auf die Winkeldefinitionen 
folgen die Kriterien der Konvergenz, die wiederum im wesent- 
lichen mit Hülfe des dritten Zusatzes indirekt bewiesen werden. 
Das fünfte Kriterium ist identisch mit dem 11. Axiom. Dann 
schliefsen sich die Kriterien des Parallelismus an. 



Wohlgemuth, Lehrbuch der Geometrie. — Libau 1877. 

p. 4: ,,Zwei Gerade gleicher Richtung nennt man parallel.'' 

„Da alle Geraden, die von einem Punkte auslaufen, ver- 
schiedne Richtungen haben, so ergiebt sich, dafs zwei Gerade 
gleicher Richtung niemals zusammentreffen können.'' 

p. 6: „Aus dieser Fundamentaleigenschaft ergiebt sich aus 
dem Begriffe des Parallelismus ohne Weiteres, dafs zwei Ge- 
raden in eine Ebene, die beide zu einer dritten parallel laufen, 
auch untereinander parallel sein müssen, sowie ferner, dafs 
man durch einen Punkt zu einer Geraden nur eine einzige 
Parallele ziehen kann." 

Winkelsätze mit Richtungsbeweis. 

Develey, Anfangsgründe der Geometrie. — Stuttgart 1878. 

p. 31: „Indem wir von geraden Linien 'ausgingen, die sich 
schneiden, haben wir erkannt, dafs es Linien gebe, die sich 
nicht schneiden z. B. zwei Senkrechte auf derselben Geraden. 

Zwei gerade Linien aber, die sich nicht schneiden können, 
soweit man sie auch als verlängert annimmt, heifsen Parallel- 
linie n."^) „Ebene der Parallellinien." 

„Zwei Parallellinien bestimmen die Lage einer Ebene." 

Sätze und Beweise werden nach Bertrand gegeben, d. h. 
also durch Vergleichung von Parallelräumen und Winkel- 
räumen. 



*) Diese Worterklärnng nach Lacroix und Legendre. 
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Focke und Erass^ Lehrbuch der Geometrie. — München 
1878. 

p. 7: ;,6erade Linien, die sich nicht schneiden, soweit man 
sie sich auch verlängert denkt, heifsen parallel/' 

Dann folgen die Wipkelsätze. Beweis durch Deckung der 
Halbstreifen. 

Schmitz-Dumont, Die math. Elem^te der Erkenntnis- 
theorie. — Berlin 1878. 

p. 278: .,,Parallele Richtungen nennt man solche, welche 
zu einer beliebigen andern Richtung als der obigen den- 
selben Richtungsunterschied haben, welche also auf sich 
selbst bezogen keinen Richtungsunterschied ergeben. 

Parallele Richtungen können keinen gemeinsamen Aus- 
gangspunkt haben, weil sie dann nicht yerschiedne Eich- 
tungen wären, oder aber einen Richtungsunterschied hätten. 
Anschaulich spricht man dies aus, indem man sagt „Parallele 
Linien schneiden sich nicht'^ Parallele Linien darf man des- 
halb nicht Linien von gleicher Richtung nennen.^' 



Junghans, Lehrbuch der ebenen Geometrie. — Berlin 
1879. 

p. 9: .„Zwei gerade Linien heifsen parallel, wenn sie in 
derselben Ebene liegen, ohne einander zu decken, und sich 
niemals schneiden, soweit man sie auch verlängert.'' 

„ . . haben zwei Gerade gleiche Richtung, so schneiden 
sie sich nicht, soweit man sie auch verlängert, und werden 
parallel genannt.'' 

„Grundsatz. Durch einen Punkt aufserhalb einer Geraden 
ist zu ihr nur eine Parallele möglich." 

Es folgen hierauf die Winkelsätze mit den üblichen Be- 
weisen, die sich auf den Grundsatz stützen: „Verschiebt 
man einen Winkel längs seines einen Schenkels, so ändert 
der andere Schenkel seine Richtung nicht." 

Als weiterer Grundsatz folgt: 

p. 13: „Zieht man aus dem Scheitel des einen von zwei 
innren entgegengesetzten Winkeln an parallelen Linien einen 
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Schenkel, so mufs dieser hinreicliend verlängert die andere 
Parallele schneiden/* 

Korneck, Genetische Behandlung der Planimetrie. — 
Kempen 1879. (Progr. 125.) 

p. 21: ,,Hat ein Punkt A von einer Geraden eine be- 
stimmte Entfernung A, so kann man ihn in der Ebene so be- 
wegen, dafs seine Entfernung von der Geraden immer =: h ist 
Die entstehende Linie mufs eine gerade sein; denn läfst man 
die gleich bleibende Entfernung h immer kleiner werden, bis 
sie gauz verschwindet, so fällt die entstehende Linie mit der 
gegebenen Geraden zusammen und ist also ebenfalls eine 
Gerade.^^ 

„Wenn eine Gerade in allen ihren Punkten von einer 
andern Geraden gleich weit entfernt ist, so heifsen die Geraden 
einander parallel. Da • . . ., so können sie auch in ihrer 
unendlichen Ausdehnung keinen gemeinsamen Punkt haben, 
einander nie schneiden.^^ 



Leesekamp, Die Elemente der ebenen Geometrie. — 
Kassel 1879. 

p. 6: „Haben zwei Gerade einen gemeinschaftlichen Punkt, 
so sagt man von ihnen, sie schneiden sich (treffen sich) 
in diesem Punkte. Jede der beiden Geraden hat dann eine 
andere Richtung nach diesem Punkte hin. Rückt der gemein- 
same Punkt in immer gröfsere Entfernung, so nimmt der 
Unterschied in der Richtung beider Geraden immer mehr ab, 
bis einmal kein Unterschied mehr vorhanden ist, die Geraden 
also gleiche Richtung haben. Der gemeinsame Punkt ist 
dann in unendliche Ferne gerückt, für unsere Vorstellung 
also nicht mehr vorhanden. Solche Gerade heifsen gleich- 
laufend (parallel).'* 

p. 10 findet sich der Grundsatz: „Ist die Summe der 
innren gemischt liegenden Winkel zweier von einer Trans- 
versale geschnittnen Geraden gröfser oder kleiner als 2 J2, so 
konvergieren die Geraden nach der Seite, auf welcher die 
Summe kleiner als 2 R ist." 
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Hierzu bemerkt der Verfasser: 

,,Um sich ein Bild von der Richtigkeit dieses Grundsatzes 
zu machen^ denke man sich eine von zwei durch eine Trans- 
versale geschnittnen parallelen Geraden um ihren Schnittpunkt 
gedreht." 

Mink^ Lehrbuch der Geometrie. — Elberfeld 1879. 

p. 5: j^Gerade Linien^ die noch so weit verlängert sich 
nicht schneiden, sind parallel." 

^^Grundsatz. Durch einen Punkt aufserhalb einer Geraden 
ist zu dieser nur eine Parallele möglich." 

p. 9 werden dann die Winkelsätze auf die Parallelen an- 
gewendet und das Verfahren der Deckung der Halbstreifeo 
angewendet. 

Schlegel, Geometrie. — Wolfenbüttel 1879. 

p. 19: ,,Eine Gerade hat die Merkmale der Lage und 
Richtung." 

„Verschiebung einer Geraden ist Änderung ihrer Lage 
mit Beibehaltung ihrer Richtung. — Zwei Geraden mit ver- 
schiedner Lage aber gleicher Richtung heifsen parallel.'^ 

,;Durch einen aufserhalb einer Geraden gegebnen Punkt 
kann man nur eine Parallele zu der Geraden ziehen. Denn 
die Lage derselben ist durch den gegebnen Punkt und ihre 
Richtung durch die gegebne Gerade vollkommen bestimmt; 
also ist die Parallele selbst vollkommen bestimmt." 

Winkelsätze p. 40 f. mit Richtungsbeweis. 



Schweder, Lehrbuch d. Planimetrie. — Riga 1879. 

p. 5: „Zwei nicht zusammenfallende Gerade, welche gleiche 
Richtung haben, heifsen parallel. 

Parallele Gerade können, soweit man sie auch verlängert, 
nie einander schneiden, da sie sonst einen Punkt und die 
Richtung gemein hätten, also zusammenfallen mülsten. 

Zwei Gerade, die einer dritten parallel sind, sind es auch 
untereinander. 

Durch einen Punkt aufserhalb einer Geraden läfst sich 
stets eine, aber auch nur eine Parallele zu dieser ziehen." 

Für die Winkelsätze natürlich Richtungsbeweis. 
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Henrici und Treutlein, Lehrbuch der Elementar-6eo- 
metrie. — Leipzig 1881. 

p. 4: „Geschieht die Drehung einer Geraden um einen 
Drehpunkt 8 derart, dafs sie mit einer festen Geraden, Leit- 
linie, einen Punkt gemeinsam behält, so kann diese drehende 
Bewegung von einer Anfangslage der Geraden und des Schnitt- 
punktes aus so vor sich gehen, dafs der Schnittpunkt den 
einen Halbstrahl oder dessen Gegenstrahl durchläuft; hiernach 
unterscheidet man die Drehung in dem einen Drehungssinn 
(dem Uhrzeiger entsprechend, ßechtsdrehung) oder in dem 
entgegengesetzten (Linksdrehung). — Der Schnittpunkt rückt 
dabei in der einen Richtung oder in der Gegenrichtung immer 
weiter, unbegrenzt weit hinaus. Die Gerade hat nun, wie die 
Anschauung zeigt, als Leitlinie die Eigenschaft, dafs durch 
die Drehungen in entgegengesetztem Sinne beide sich drehende 
Strahlen mehr und mehr in entgegengesetzte Richtungen 
kommen, und zwar in die Richtungen einer Geraden, welche 
die Leitlinie nicht schneidet. Über diese Lage hinaus kann 
die Drehung in demselben Drehungssinn so fortgesetzt werden, 
dafs der Schnittpunkt von der andern Seite wieder in seine 
ursprüngliche Lage rückt. Wir gelangen hiernach zu folgendem 
Grundsatz (Axiom der Parallelen): Durch einen Punkt 
aufserhalb einer Geraden giebt es immer eine einzige Gerade, 
welche erstere nicht schneidet, aber durch die geringste (eine 
unbeschränkt kleine) Drehung um den Punkt in eine Lage ge- 
bracht werden kann, in welcher sie die erstere Gerade bei 
gröfster (unbeschränkt grofser) Verlängerung nach der einen 
oder andern Seite schneidet. Diese Gerade heifst parallel zu 
ersterer." 

„Thatsächlich kann ein erreichbarer Teil der Parallelen 
nicht von einem solchen Teil derjenigen Geraden unterschieden 
werden, welche die Leitlinie bei sehr weit fortgesetzter Ver- 
längerung in der einen oder andern Richtung schneidet." 

„Wird eine Gerade um einen Punkt gedreht, während sie 
mit einer geschlossnen Linie stets einen Punkt gemein hat, 
so kehrt sie schliefslich in ihre Anfangslage zurück. Dies ist 
nun auch bei der vollen Umdrehung längs einer Geraden der 
Fall; die Gerade verhält sich dabei als Leitlinie so, als ob 
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man durch ihre YerlaDgerung in der einen und andern Rich- 
tung zu einem einzigen bestimmten Punkte gelange, dorch 
welchen die gedrehte Gerade in der parallelen Lage gehe. 
Man spricht daher auch von den Parallelen zu einer Geraden 
als Ton der Geraden nach dem unendlich fernen Punkt der 
letzteren^ eine Bedeweise, welche nur den engen Anschlufs der 
Parallelen zu einer Geraden an die die letztere schneidenden 
Geraden ausdrücken soll/' 



Menger, Grundlehren der Geometrie. — Wien 1881. 

p. 5: ,,Die Geraden, welche nie zusammentreffen, heifsen 
parallele Gerade. Durch einen aufserhalb einer Geraden 
liegenden Punkt läfst sich nur eine Parallele mit derselben 
ziehen. Zwei parallele Gerade haben entweder gleiche oder 
entgegengesetzte Bichtung.^' 



Milinowski, Die Geometrie. — Leipzig 1881. 
p. 23: „Zwei Gerade, welche dieselbe Bichtung haben, 
heifsen parallel." 

Winkelsätze mit Bichtungsbeweis. 



Petersen, Lehrbuch der elementaren Planimetrie. — 
Kopenhagen 1881. 

Nach dem Beweis für die Dreieckswinkelsumme und den 
Aufsenwinkel mittelst Drehung wird die Erklärung gegeben 
p. 18: „Zwei Linien heifsen parallel, wenn die gleichliegen- 
den Winkel, welche sie mit einer sie schneidenden Geraden 
bilden, gleich grofs sind." 

Darauf wird der Satz bewiesen: „Sind die gleichliegenden 
Winkel für eine schneidende Gerade gleich grofs, so sind sie 
es für jede." 

Darauf folgt der Winkelsatz in folgender originellen 
Fassung: 

„Bei jedem Durchschnittspunkte hat man vier Winkel; 
sind die Linien parallel, so ist jeder spitze Winkel der einen 
Gruppe gleich jedem spitzen Winkel der andern Gruppe und 
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Supplement jedes der stumpfen Winkel. Umgekehrt sind 
die Linien parallel, wenn eine von diesen Bedingungen er- 
füllt ist.*^ 

Ziegler, Grundrifs der ebenen Geometrie. — Landshut 
1881. 

p. 7: ^^Gerade in einer Ebene, welche bei beliebiger Ver- 
längerung sich nicht schneiden, heifsen parallel.^' 

„Durch einen Punkt kann man zu einer Geraden eine 
Parallele ziehen" mit Beweis. Dann als Axiom: 

„Durch einen Punkt kann man zu einer Geraden nur eine 
Parallele ziehen." 

Die Winkelsätze werden mit Hülfe kongruenter Dreiecke 
bewiesen. 

„Denkt man sich die Parallelen und die Transversale 
unbegrenzt verlängert und die Figur mit allen Punkten in 
grofse Entfernung gerückt, so erscheinen die dreierlei Winkel- 
paare allmählich als Scheitelwinkel, kongruente Winkel und 
Nebenwinkel. 

Am leichtesten wird dieser Hauptsatz der Parallelentheorie 
bewiesen mit dem Axiome: Der Parallelstreifen ist im Ver- 
gleich zur Ebene verschwindend klein." 



Peaux, Lehrbuch der elem. Planimetrie. — Paderborn 
1882. 

p. 13: „Zwei Linien werden parallel genannt, wenn sie 
in einer gemeinsamen Ebene liegen und sich niemals schneiden, 
wofern sie auch ins Unendliche verlängert werden. Da solche 
Linien gleiche Bichtung haben, da mit andern Worten ein 
Unterschied der Bichtung bei ihnen nicht besteht, so sagt 
man auch wohl, parallele Linien seien' solche, welche den 
Winkel Null bilden." 

Als Hülfssatz folgt dann der bekannte Winkelsatz. 

p. 14: „Axiom. Durch einen aufserhalb einer Linie AB 
gelegnen Punkt P ist nur eine Parallele zm AB ziehbar." 

Daran schliefst sich eine ausführliche Behandlung der 
Parallelenlehre. 
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In einem Rückblicke konstatiert der Verfasser, dafs alle 
Versuche, das elfte Axiom Euklids zu beweisen, vergeblich 
gewesen sind und einfach darin bestehen, an Stelle dieses 
Axioms ein anderes zu setzen. So sei auch sein Axiom eigent- 
lich ein Lehrsatz, der zu beweisen sei. 

Die absolute und relative Null werden unterschieden: 

(p = a-a) (0 = 4). 

„Dem entsprechend giebt es auch einen zweifachen Paralle- 
lismus, einen absoluten und einen relativen. Das Wesen des 
absoluten (ideellen) Parallelismus besteht darin, dafs der 
Winkel zweier Geraden einer Ebene absolut sei. Solche 
Linien schneiden sich nicht, selbst wenn man sie unendlich 
lang denkt; denn wenn sie sich schnitten, so bildeten sie 
einen gewissen, wenn auch noch so kleinen Winkel. — Das 
Wesen des relativen Parallelismus besteht darin, dafs zwei 
Linien einer Ebene sich im Unendlichen oder, was auf das- 
selbe hinauskommt, unter einem unendlich kleinen Winkel 
treffen. 

Wegen der durch das Anschauungsvermögen gesteckten 
Grenzen fallen beide Parallelismen dem Wesen nach zu- 
sammen.^^ 



Heger, Leitfaden für den geometr. Unterricht. — Breslau 
1882. 

p. 7: „Unter den durch einen Punkt A gehenden Geraden 
giebt es eine, aber auch nur eine, die eine gegebne Gerade 
nicht schneidet (Axiom)." 

„Zwei Gerade einer Ebene, die einander nicht 
schneiden, heifsen parallel." 

Die Winkelsätze werden durch Deckung bewiesen, ihre 
Umkehrungen zum Teil indirekt. 



Kommerell-Fink, Lehrbuch der ebenen Geometrie. — 
Tübingen 1882. 

p. 6: „Stimmen zwei oder mehrere Gerade in ihren Rich- 
tungen vollkommen überein, so heifst man sie parallel. 
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Wenn man eine Gerade so verschiebt^ dafs sie ihre ursprüng- 
liche Richtung unverändert beibehält, so kann .man sie in die 
Lage jeder ihr parallelen Geraden bringen. 

Zwei sich schneidende Gerade zielen nach dem Schnitt- 
punkt hin; parallele Gerade zielen nach einem gemeinsamen 
Punkt in gröfster Entfernung d. h. in unendlich grofser Ent^ 
femung hin: sie schneiden sich in unendlicher Entfernung. 
Parallele Gerade einer Ebene zielen sämtlich nach demselben 
unendlich enfernten Punkt hin." 

„Zwei parallele Gerade haben keinen Bichtungsunterschied, 
ihr Winkel ist gleich Null/' 

„Schreitet eine Gerade parallel mit ihrer ursprünglichen 
Lage fort, so mufs ihr Winkel mit einer andern festen Geraden 
eine unveränderliche Grofse behalten und umgekehrt. 

Daraus folgt: Sind zwei Gerade einer dritten parallel, so 
sind sie unter sich parallel." 

p. 12 folgen die Winkelsätze mit Bichtungsbeweis. 



Lös er, Lehrbuch der ebenen Geometrie. — Wiesbaden 
1882. 

p. 23: „Zwei Gerade heifsen parallel, wenn sie in einer 
Ebene liegen und sich nicht schneiden, wie weit man sie auch 
verlängern mag. 

Grundsatz I. Zu einer gegebnen Geraden ist durch einen 
aufser ihr liegenden Punkt jederzeit eine, aber auch nur eine 
Parallele möglich. 

Grundsatz IL Zwei Gerade von verschiednen Richtungen 
in einer Ebene müssen hinreichend verlängert sich treffen, sie 
haben dann einen, aber auch nur einen Punkt mit einander 
gemein." 

Die Winkelsätze werden als Kriterium der parallelen 
Lage bezeichnet, da es praktisch unausführbar ist, die Geraden 
ins Unendliche zu verlängern. 



• J. E. Becker, Die Math, als Lehrgegenstand der Gymna- 
sien. — Berlin 1883. 

p. 56: „Dabei können zwei Gerade etwa als parallel de- 
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finiert werden^ weun sie mit derselben dritten in derselben 
Ordnung dieselben Winkel bilden, wobei dann die Anschauung 
lehrt, dafs sie sieh nicht schneiden/' 



Schindler, Die Elemente der Planimetrie. — Berlin 1883. 

p. 11: „Die einfachste Aufeinanderfolge von Geraden ent- 
lang an 2 sich schneidenden Geraden findet statt, wenn die 
eine dieser beiden Geraden selbst, ohne eigene Richtungs- 
änderung, in der Richtung der andern Geraden bewegt 

wird , so werden mithin gleich gerichtete Gerade als 

sich nicht schneidende oder^ was dasselbe ist, als gleich- 
laufende Gerade wahrgenommen. 

Parallel heifsen gleichlaufende, sich nicht schneidende 
Gerade. 

Gleichgerichtete Gerade einer Ebene sind parallel und 
schneiden sich nicht.'' 

„Parallelverschiebung einer Geraden heifst die Be- 
wegung einer Geraden ohne eigne Richtungsänderung in der 
Richtung einer andern Geraden." 

„Parallele Gerade lassen sich durch Parallel Verschiebung 
zur Kongruenz bringen." 

„Durch einen Punkt einer Ebene giebt es zu einer Ge- 
raden in derselben nur eine Parallele." 



Hoch, Lehrbuch der ebenen Geometrie. — Halle 1884. 

p. 8: „Zwei Gerade, welche in einer Ebene liegen und 
eine solche Lage haben, dafs sie sich nicht schneiden, soweit 
man sie auch verlängert, heifsen parallel." 

„Verschiebt man eine Gerade, so sind die einzelnen 
Zwischenlagen der Anfangslage der Geraden parallel, woraus 
zu erkennen ist, dafs zwei parallele Gerade dieselbe Richtung 
haben." 

Grundsätze: „Durch einen Punkt aufserhalb einer Geraden 
giebt es nur eine Parallele zu dieser. 

Sind zwei Gerade einer dritten Geraden parallel, so .sind 
sie auch untereinander parallel." 
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Kambly^ Die Elementar-Mathematik. — Breslau 1884. 

p. 8: „Grundsatz. Wenn zwei gerade Linien in einer 
Ebene so liegen^ dafs sie, wie weit man sie auch verlängere, 
einander nie schneiden, so haben sie dieselbe Richtung/^ 

„Erklärung. Zwei gerade Linien, die dieselbe Richtung 
haben, heifsen parallel/' 

Daraus verschiedene Polgerungen z. B. „Durch einen 
Punkt ist zu einer geraden Linie nur eine einzige Parallele 
möglich." 

Dann folgen die Winkelsätze mit Kichtungsbeweis. 



Gauss, Die Hauptsätze etc. L — Bunzlau 1885. 

p. 79: „Zwei Gerade, welche keinen Punkt gemein haben, 
heifsen parallel/' 

p. 84: „Wenn zwei Wechsel winkel gleich sind, so sind 
die geschnittenen Geraden parallel/' 

Indirekter Beweis mit Hülfe der kongruenten Parallel- 
streifen. 

Koppe, Planimetrie. — Essen 1885. 

p. 10: „Zwei Linien, welche in einer Ebene liegen und 
sich nicht schneiden, so weit man sie auch verlängert^ heifsen 
parallel." 

„Grundsatz. Durch einen Punkt aufserhalb einer Linie 
läfst sich zu derselben nur eine Parallele ziehen." 

Das elfte Axiom durch Winkelvergleichung bewiesen. 



Becknage 1^ Ebene Geometrie. — München 1885. 

p. 15: „Gerade Linien, die beliebig verlängert keinen 
Punkt gemeinschaftlich haben, heifsen parallel." 

Es folgen die Winkelerklärungen und Winkelsätze und 
ihre Anwendung auf die Parallelen mit Beweis durch Deckung* 
der Halbstreifen; dann die Umkehrungen mit indirekten Be- 
weisen. 
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Behl, Die Darstellung der Planimetrie. — Hildesheim 
1886. 

p. 10 werden die Möglichkeiten der Lagen zweier Geraden 
erörtert; „3) sie können keinen Punkt mit einander gemein 
haben und in ihrer Verlängerung auch keinen Punkt mit ein- 
ander gemein bekommen, dann sagt man von den Linien: 
sie sind parallel. 

Grundsatz: Parallele Linien können, soweit sie auch 
verlängert werden, sich niemals schneiden." 



Kroger, Leitfaden f. d. Geometrie-Unterricht. — Ham- 
burg 1886. 

p. 4: „Gerade Linien, welche in einer Ebene liegen und 
sich nicht schneiden, soweit man sie auch nach beiden Seiten 
yerlängern möge, heifsen gleichlaufend oder parallel/* 

p. 91: „Lehrsatz. Durch einen Punkt kann zu einer Ge- 
raden nur eine Parallele gezogen werden." Beweis indirekt. 



Stegmann, Die Grundlehren der ebenen Geometrie. — 
Kempten 1886. 

Nach Erledigung der Winkelsätze heifst es 

p. 18: „Gerade, welche sich nicht schneiden, heifsen pa- 
rallel." 

„Grundsatz. Zu einer Geraden kann durch einen Punkt 
(aufserhalb derselben) nur eitie Parallele gezogen werden." 

Anwendung der Winkelsätze und Beweis durch Deckung 
der Halbstreifen. 

F. Fischer, Anfangsgründe der Math. IL — Leipzig 1887. 

p. 19: „Zwei Gerade in einer Ebene können drei ver- 
schiedene Lagen haben. Sie haben entweder zwei Punkte ge- 
meinsam und damit alle, sie fallen zusammeh; oder sie haben 
nur einen Punkt gemeinsam, in welchem sie sich schneiden; 
oder sie haben keinen Punkt gemeinsam und sind parallel." 

„Decken sich zwei Gerade oder sind sie parallel, so haben 
sie gleiche Bichtung. Damit haben sie auch gegen jede dritte 
Gerade denselben Richtungsunterschied." 
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Lieber u. von Lühmann, Planimetrie. — Berlin 1887. 
p. 6: ,,Geracle Linien, welche gleiche Richtung haben, 
nennt man parallel." 
Folgerungen: 

1) ,,Parallele Linien können sich nie schneiden, so weit 
man sie auch verlängern mag." 

2) „Durch einen Punkt läfst sich zu einer Gera(3^n nur 
eine einzige Parallele ziehen." 

3) „Zwei Linien, die einer dritten parallel sind, sind ein- 
ander parallel." 

Winkelsätze mit Richtungsbeweis. 



Rausenberger, Die Elementargeometrie. — Leipzig 1887. 

p. 27: „Während sich zwei Punkte immer durch eine Ge- 
rade verbinden lassen, ist es bei zwei Geraden, auch wenn 
sie in einer Ebene liegen, nicht notwendig, dafs sie einen 
Punkt gemeinsam haben. Zwei in derselben Ebene liegende 
Gerade, welche keinen Punkt gemeinsam haben, heifsen pa- 
rallel. Dafs parallele Gerade wirklich existieren, wird später 
nachgewiesen werden." 

„Die gegebene Definition der Parallelen ist wesentlich 
identisch mit der Euklidischen; auf die Bolyai'sche kommen 
wir später zu sprechen. Die landläufige, dafs zwei Gerade 
parallel heifsen, wenn sie dieselbe Richtung haben, ist nichts- 
sagend, da der Begriff der Richtung nicht vorher festgesetzt 
wird; aufserdem nimmt sie eine später zu erörternde That- 
sache als selbstverständlich an, die in Wirklichkeit un- 
erwiesen ist." 

p. 36 folgt die Behandlung des Parallelenproblems, ein- 
geleitet durch die Winkelsätze. Dann folgt der Beweis, dafs 
die Geraden sich nicht schneiden .können ufiter den bestimmten 
Bedingungen (Beweis von Ptolemäos). — Damit ist auch die 
Existenz von parallelen Geraden nachgewiesen. — Die Dreiecks- 
sätze schliefsen sich an.^) 



^) Die Behandlung des Parallelenaxioms, die sich auf Seite 48 ff. 
findet, werde ich an anderer Stelle zur Erörterung bringen. 

Schotten, der planimotr. Unterricht. II. 21 
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Seeger, Die Elemente der Geometrie. — Wismar 1887. 

p. 4: „Zwei gerade Linien heifsen parallel, wenn sie 
keinen Punkt der Ebene mit einander gemein haben/^ 

p. 13: Parallelentheorie. Winkelsätze, p. t5. XI. Axiom, 
Beweis ohne Zuziehung unendlicher Flächenräume unmöglich.^) 



Feld und Serf, Leitfaden f. d. geometr. Unterricht. — 
Wiesbaden 1888. 

p. 3: „Geraden heifsen parallel, wenn sie bis ins Unend- 
liche verlängert werden können, ohne dafs sie sich schneiden.'' 



Reidt, Planimetrie. — Berlin 1888. 

p. 7 werden zwei Gerade betrachtet, von denen die eine 
sich um einen Punkt dreht. Die Lage der Schnittpunkte 
wird erörtert, das Überspringen von der einen Seite zur 
andern. 

„Unter allen den verschiedenen Lagen befindet sich Dun 
eine, welche zwischen dem Übergange des Schnittpunktes vom 
einen nach dem andern Ende liegt. In dieser Lage haben 
die beiden Geraden keinen Punkt gemeinsam und heifsen 
parallel." 

„Grundsatz: Durch einen Punkt aufserhalb einer Geraden 
läfst sich zu dieser nur eine Parallele legen." 

p. 13 folgen die Winkelbetrachtungen bei zwei geschnit- 
tenen Geraden in der üblichen Weise mit indirekten Be- 
weisen. 

Rottok, Lehrbuch der Planimetrie. — Leipzig 1888. 

p. 2: „Zwei gerade Linien einer Ebene haben entweder 
gleiche Richtung mit einander, dann können sie, soweit man 
Hie auch verlängern mag, sich nicht schneiden, weil sie sonst 
zusammenfallen müfsten,^) und solche Linien nennt man pa- 
rallele Linien oder . . . ." 



^) In einem Anhange, p. 133, teilt Seeger den Bert ran duschen 
Beweis mit. (Parallelstreifen und Winkelblatt.) 

^) Es geht der Satz voraus : Haben zwei gerade Linien einen Packt 
und die Bichtung gemeinschaftlich, so fallen sie mit allen ihren Punkten 
zusammen. 
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Die Winkelsätze bei Parallelen werden durch Deckung 
der Schenkel bewiesen. • 

Spitz, Lehrbuch der ebenen Geometrie. — Leipzig 1888. 

p. 20: „Schneiden zwei in einer Ebene liegende Gerade 
eine beliebige dritte Gerade in zwei verschiedenen Punkten und 
man denkt sich die eine Gerade längs der geschnittenen Ge- 
raden so hinbewegt, dafs jede Drehung ausgeschlossen bleibt, 
so wird dieselbe . . . oder mit der andern zusammenfallen. 
Dann sagt man, die beiden Geraden seien parallel oder 
gleichlaufend; die Art der gedachten Bewegung heifst 
Parallelbewegung/' 

„Lehrsatz. Durch einen Punkt aufserhalb einer Geraden 
läfst sich zu dieser nur eine Parallele ziehen." 

Beweis indirekt -— Der Beweis der Winkelsätze ergiebt 
sich aus der Erklärung. 

Frankenbach, Lehrbuch der Mathematik, L — Liegnitz 
1889. 

p. 6: „Haben zwei Gerade keinen Punkt gemein, so sind 
sie entweder parallel oder kreuzend." 

p. 16: „Zwei Parallelen teilen die Ebene in drei Felder; 
der von den Parallelen eingeschlossene Teil der Ebene ieifst 
Streifen. Da zwei Parallelen keinen Punkt gemeinsam haben, 
so müssen sie die nämliche Eichtung bestimmen, d.h. ihr 
ßichtungsunterschied ist gleich Null." 

p. 17: „Durch einen Punkt aufserhalb einer Geraden ist 
nur eine Parallele mit der Geraden möglich." 

Indirekter Beweis. 

Koch, Lehrbuch der ebenen Geometrie. — ^ Ravensburg 
1889. 

p. 53: „Grundsatz. Durch einen Punkt ist zu einer Ge- 
raden nur eine Parallele möglich." 

p. 54: „Liegt ein Punkt aufserhalb einer Geraden und 
dreht man eine durch den Punkt gehende Gerade um den 
Punkt, so rückt der Schnittpunkt der beiden Geraden ins 
unendliche; nur einiiial existiert kein Schnittpunkt; bei 

21* 
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weiterer Drehung rückt der Schnittpunkt von der andern Seite 
wieder aus dem Unendlichen herein. Um nun diesen einen 
Ausnahmefall sprachlich zu beseitigen, sagt man auch: 

Parallelen schneiden sich im Unendlichen. Dieser Satz 
ist blofs eine andere Ausdrucksweise für: ,,Parallelen schnei- 
den sich nichi^^ 

H. Müller, Über den ersten planimetrischen Unterricht. 
Berlin 1889. (Progr. 68.) 

p. 14: ,,Die auf beiden Seiten unbegrenzten Geraden haben 
keinen Punkt gemeinsam; man nennt sie dann parallel. 

Ist eine Gerade und ein Punkt aufserhalb derselben ge- 
geben, so kann man wohl durch den Punkt anzahlig viele 
Geraden legen, welche die erste schneiden, aber es ist nur 
eine einzige durch den Punkt gehende Gerade denk- 
bar, welche zu der ersten parallel isf 

Veranschaulichung durch Zeichnung. 

p, 25 — 27 folgen die Winkelsätze mit Anschaunngsbeweis 
durch Deckung. Ich werde hierauf im vierten Kapitel zurück- 
kommen. 

Hub. Müller, Leitfaden der ebenen Geometrie. — Leipzig 
1889, 

p. 4 wird von der Symmetrie inbezug auf einen 
Punkt gehandelt und dabei der Fall der Deckung der Halb- 
streifen bei Drehung um den Mittelpunkt der Strecke erörtert, 
wobei das Resultat gewonnen wird, dafs bei Voraussetzung 
gleicher Wechselwinkel die Geraden sich nicht schneiden 
können. 

„Zwei Gerade heifsen parallel, wenn sie einander nicht 
schneiden, so weit man sie auch verlängern mag.'' 

p. 7 kommen die Winkelsätze zur Besprechung (vgl. p.4). 

„Grundsatz. Wenn innere Wechselwinkel ungleich sind, 
so sind die geschnittenen Linien nicht parallel. 

Die Anschauung zeigt, dafs sie sich auf der Seite schnei- 
den, wo der kleinere Winkel liegt*' 

p. 8 wird der Satz bewiesen: Durch einen Punkt kann 
man nur eine Parallele zu einer Geraden ziehen. 
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p. 9 heifst es: ,;ParalleIe Gerade können als Linien an- 
gesehen werden^ die einen unendlich fernen Punkt mit einander 
gemeinsam haben. Einer Geraden schreibt man nur einen 
unendlich fernen Punkt zu/^ 



Schräm und Schüfsler^ Vorschule der Mathematik. 
Wien 1889. 

p. 122: ^,Zwei Gerade heifsen parallel^ wenn sie in ihrer 
ganzen Ausdehnung keinen Punkt gemeinsam haben/^ 

,;Beachtet .man bei zwei parallelen Geraden auch ihre 
Richtungen, so können sie einerlei (oder gleiche) Richtungen 
haben oder entgegengesetzte Richtungen." 

p. 128: „Grundsätze. 1) Durch einen gegebenen Punkt 
kann man zu einer Geraden nur eine Parallele ziehen. 2) Wenn 
von zwei sich schneidenden Geraden die eine parallel fort- 
schreitet^ so ändern sich die vier Winkel nicht, welche sie 
mit einander bilden." 

Die Folgerungen sind klar. 



Uth, Leitfaden der Planimetrie. — Kassel 1889. 

p. 9: „Gerade heiüsen parallel, wenn sie in einer Ebene 
liegend sich nicht schneiden, soweit man sie auch verlängert." 

Die Winkelsätze stützen sich auf den gleichen Richtnngs- 
unterschied^ daher die Geraden gleich gerichtet. „Gleich- 
gerichtete Strahlen aber können sich nicht schneiden." 

Die XJmkehrungen werden indirekt bewiesen. 



Haller von Hallerstein, Lehrbuch der Elementar- 
Mathematik. — Berlin 1890. 

p. 5 Erörterung der möglichen Lagen zweier Geraden. 

„3) Sie schneiden sich nicht, soweit man sie auch ver- 
längern mag; dann heifsen sie Parallelen." 

„Grundsatz: Durch einen Punkt aufserhalb einer Geraden 
kann man zu dieser nur eine einzige Parallele ziehen." 



Martus, Raumlehre. L — Bielefeld 1890. 

p. 17: „Gleichlaufende Gerade heifsen parallel," 
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^^Gleichlaufende gerade Linien haben keinen Punkt mit 
einander gemeinsam ^ auch wenn man sie beliebig weit ver- 
längert denki^ 

Beweis der Winkelsätze durch Deckung der Parallel- 
streifen. 

- - - 

m 

Herrn. Müller-Zwerger, Geometrie. — München 1890. 

p. 5 u. 6 die Winkelsätze. 

p. 6: „Zwei Gerade in einer Ebene, welche mit einer 
dritten gleiche korrespondiereude Winkel bilden, heifsen 
parallel." 

,,Lehrsatz. Durch einen Punkt aufserhalb einer Geraden 
giebt es zu dieser stets eine und nur eine Parallele." 

„Parallele Gerade können sich nicht schneiden.'^ Beweis 
indirekt. Zweiter Teil der Winkelsätze nebst Folgerungen. 



Noack, Leitfaden der Elementar-Mathematik. — Berlin 
1890. 

p. 50: ,,Zwei gerade Linien in einer Ebene, die sich nicht 
schneiden, soweit man sie auch verlängert, heifsen parallel/^ 

,,Grundsatz. Durch einen Punkt aufserhalb einer Ge- 
raden läfst sich zu derselben immer eine einzige Parallele 
ziehen." 

„Je weiter der Schnittpunkt zweier konvergenter Strahlen 
sich entfernt, um so mehr nähert sich die Lage der von pa- 
rallelen Geraden. Man sagt daher auch von parallelen 
Geraden, sie hätten einen unendlich fernen Schnitt- 
punkt." 

„Parallele Geraden haben einerlei Richtung." 

Die Winkelsätze werden durch Deckung der Halbstreifen 
bewiesen, die Umkehrungen indirekt. 



Raschig, Erkenntnistheoretische Einleitung in die Geo- 
metrie. Schneeberg 1890. (Progr. 537.) 

p. 35: Das 11. Axiom Euklids. 

„Es zeigte schon Legendre, dalis hiermit identische Vor- 
aussetzungen sind: 
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Die Summe der inneren Winkel sweier Parallelen mit 
einer schneidenden Geraden beträgt zwei Rechte. 

Die Summe der Winkel eines Dreiecks beträgt zwei Rechte. 

Durch einen Punkt ^ulserhalb einer Geraden ist nur 
eine einzige die gegebene Gerade nicht sehneidende Gerade 
möglich/' 

p. 36: „In dem 11. Axiom Euklids oder einem der oben 
als äquiralent bezeichneten Axiome liegt die Charakteristik 
der ebenen Geometrie Euklids gegenüber einer pseudosphä- 
rischen.'' 

Nach einer kurzen Erörterung der einschlägigen Arbeiten 
von Donadt und Günther^) giebt R. das phoronomische 
Axiom Günther's wieder und formt danach den Thibaufschen 
Beweis etwas um^ indem er zugleich seine Übereinstimmung 
mit Günther konstatiert. 

Es wird dann auf Petersen's Versuch*) eingegangen; 
„Petersen definiert zunächst: Unter Verschiebung einer Ebene 
will ich eine solche Bewegung einer Ebene in sich selbst ver- 
stehen, bei der eine Gerade längs sich selbst verschoben wird. 
Hiernach lautet sein Axiom: Wenn ein Punkt nach meh- 
reren Verschiebungen einer Ebene in seine ursprüng- 
liche Lage zurückkehrt, so befindet sich die ganze 
Ebene in ihrer ursprünglichen Lage." 

Raschig giebt dem Günther' sehen Axiom den Vorzug, 
weil „es besonders anschaulich und evident sei, so dafs es 
nicht einen Beweis zu suchen gewissermafsen von selbst her- 
ausfordere.'* 



Rose, Elementargeometrie. — Wismar 1890. 

p. 2: „Zwei Gerade in derselben Ebene haben entweder 
dieselbe Richtung und dann nennt man sie Paralleljen oder 
gleichlaufende Linien oder . . . .". 

Die Winkelsätze stützen sich demgemäfs auf den Rich- 
tungsbeweis. 



^) Man vergl. die betreffenden Zitate. 

^ Petersen, Math. Annalen 29: Über die Winkel des Dreiecks. 
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Scholim, Lehrbuch der Geometrie. — Kreuzburg 0. S. 
1890. 

p. 5: ,yZwei gerade Linien^ welche keinen Punkt gemein^ 
sam haben y aber nach derselben Richtnng laufen, heifsen 
parallel. Dieselben bleiben^ soweit wir sie uns yorstellen 
können^ gleich weit von einander entfernt und begegnen sich 
daher nirgends.^' 

p. 11 folgen die Winkelsätze, die durch Verschiebung und 
Deckung bewiesen werden. 

E. Fischer, Die Geometrie. — Berlin 1891. 

p. 5: ,, Wegen der völligen Gleichheit sämtlicher Baum- 
punkte geht (Inrch jeden derselben stets eine Gerade, welche 
mit irgend einer andern Geraden im Baume dieselbe Rich- 
tung hat. Linien gleicher Bichtnng heifsen parallele 
Linien .'' 

Der Beweis der Winkelsätze stützt sich auf die Gleich- 
heit der Bichtungsunterschiede. 



Holl, Lehrbuch d. Geometrie. — Stuttgart 1891. 

p. 8: ,,Gerade liegen in gleicher Bichtung d. h. sie sind 
gleichlaufend oder parallel, wenn sie einander nie schneiden, 
soweit man sie auch verlängert. — Parallelen haben stets 
gleiche Entfernung von einander." 

p. 21 folgen auf die Winkelsätze zwei Zusätze: 

,,1) Sind zwei Gerade mit einer dritten parallel, so sind 
sie unter sich parallel. 

2) Durch einen Punkt läfst sich mit einer Geraden nur 
eine Parallele ziehen.'* 

Hocevar, Lehrbuch der Geometrie. — Wien 1891. 

p. 10: „Zwei Gerade in einer Ebene, welche beliebig ver- 
längert sich nicht schneiden, heifsen parallel oder gleich- 
laufend.'* 

Beweis der Winkelsätze durch Deckung der Halbstreifen. 

H. Müller, Die Elementar-Planimetrie. — Berlin 1891. 
p. 23 werden die Winkel zweier Geradenpaare aus- 
führlich erörtert. Daran schliefsen sich die Winkel bei 
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ParalleleD; indem angenommen wird^ dafs das eine Geraden- 
paar sich so bewege ^ bis sein einer Schenkel mit einem des 
andern Paares zusammenfalle. Es wird dann gesagt, p. 27: 
,,Die Beobachtung ftlhrt demnach bei Benutzung der Er- 
klärung: Haben zwei gerade Linien keinen Punkt mit ein- 
ander gemein, so werden sie parallel genannt, zu dem Lehr- 
satz: Sind bei zwei von einer dritten geschnittenen Geraden 
zwei gleichliegende Winkel oder zwei Wechselwinkel einander 
gleich oder zwei Ergänzungswi^kel supplementär, so sind die 
geschnittenen Geraden parallel." 

Beweis durch Kongruenz der beiden Halbstreifen. 



Rossmanith, Die Elemente der Geometrie. — Wien 1891. 

p. 24: „Zwei Gerade, welche in einer Ebene liegen und 
nie zusamentreffen, soweit man sie auch nach beiden Seiten 
hin verlängert, werden gleichlaufend oder parallel genannt" 

„Parallele unbegrenzte Gerade (Strahlen) haben nach bei- 
den Seiten hin gleiche Richtungen." 

„Grundsatz. Durch einen Punkt aufserhalb einer Geraden 
ist zu dieser nur eine Parallele möglich." 

„Bei zwei Parallelen haben alle Punkte der einen gleiche 
Abstände von der andern." 



V. Schmidt, Euklids 11. Axiom. — Moskau 1891. 

p. 16: „Wenn in einer Ebene zwei gerade Linien eine 
dritte so schneiden, dafs die korrespondierenden Winkel. gleich 
sind, so haben die schneidenden Linien gleiche Richtung. 
Solche Linien werden Parallellinien genannt." 



Penkner, Ebene Geometrie. — Braunschweig 1892. 

p. 5: „Zwei gerade Linien haben keinen Punkt mit ein- 
ander gemein, so weit man sie auch verlängern mag, oder sie 
sind parallel." 

„Grundsatz. Zu einer geraden Linie kann durch einen 
aufserhalb derselben gegebenen Punkt nur eine Parallele ge- 
zogen werden." 

Beweis der Winkelsätze indirekt. 
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Päd. ArcL — 34. Jahrg. — 1892. 

p. 545: Schur^ Die Parallelenfrage im Lichte der neueren 
Geometrie. 

„Die neueren Forschungen haben erst die wahre Bedeu- 
tung der Erörterungen zu klarem Bewufstsein gebracht.^ 

Philosophische Verquickung. 

„Möglichst wenige ; der unmittelbaren Anschauung ent- 
lehnte Grundbegriffe, genaue Definitionen, streuge Deduk- 
tionen." 

„Die negative Definition giebt keine unmittelbare Evidenz/^ 

Alle Beweise, aufser Legendre's, haben das Ziel verfehlt. 

„Erst seit Gauss wirklicher Einblick in das Problem, 
weil sich mit den übrigen Axiomen sehr wohl die Negation 
der Parallelen vertrage." 

Bolyai, Lobatschewsky. In sich widerspraehsfreie Geo- 
metrie unabhängig vom V. Postulat 

Bis jetzt wohl kein Widerspruch, fönde sich vielleicht 
noch. 

„Man hielt doch an der unendlichen I^nge der Geraden 
fest, die (nach Riemann) keine Folge der übrigen Axiome sei." 

„Zusammenhang zwischen Hauptsätzen und Postulaten.^' 

,.Riemann's Eoordinatenausdruck für den Komplex der 
Postulate." 

Quadrat der Entfernung zweier unendlich naher Punkte. 
Winkel. Das sind doch alles Euklidische Begriffe. — 

„Daher unter Riemann'schen Voraussetzungen Gültigkeit 
der Euklidischen Geometrie in jedem unendlich kleinen Teile 
des Raumes." 

Geodätische Linien und Flächen. — Riemann'sches Krüm- 
mungsmafs. 

Freie Beweglichkeit der starren Körper = überall gleiche 
Beschaffenheit des Raumes »» Raum konst. Riem. Krümmungs- 
mafses. * 

Felix Klein: bestimmtes, vorher abgegrenztes Gebiet. — 
Unabhängigkeit der projekt. Geometrie vom Parallelenaxiom. 

Sophus Lie — Helmholtz. 
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Hercher, Lehrbuch der Geometrie. — Leipzig 1893, 
. p. 5: ;;Es lassen sieh auch yerschiedene Gerade in einer 
Ebene zeichnen, welche gleiche Richtung haben. Solche Linien 
können sich, soweit man sie auch verlängern mag, niemals 
schneiden, denn sie müfsten sonst als Gerade, die einen Punkt 
und die Richtung gemein haben, zusammenfallen. Solche 
gleichgerichtete Gerade nennt man parallele Gerade oder 
Parallelen." 

p. 10: „Grundsatz, Durch einen Punkt aufserhalb einer 
Geraden läfst sich zu derselben *nur eine Parallele ziehen." 
Die Winkelsätze werden durch Deckung der Parallelen mit* 
telst Parallelverschiebung bewiesen. 



Die vorliegenden Zitate aus den Lehrbüchern haben ge«- 
2eigt, da& die verbreitetste der Definitionen von Parallelen 
diejenige ist, die sich auf den BegrifiP der Richtung stützt, 
und dies ist, wie ich auch schon am Anfang des Kapitels 
bemerkte, wohl dem Umstände zuzuschreiben, dass einer ober- 
flächlichen Betrachtung der sogenannte Richtungsbeweis — 
d. h. also der auf den Richtungsunterschied sich gründende 
Beweis ^ äufserst bequem und treffend erscbeini Ich möchte, 
da ich mich über diese Frage schon am Anfang des Kapitels 
ausgesprochen habe, hier nur noch folgendes zur Erwägung 
anheim geben. Macht man die mögliche Bewegung einer Ge- 
raden zum Ausgangspunkt der Betrachtung, yo kann man drei 
Fälle unterscheiden: 

1. Die Gerade bewegt sich in allen ihren Punkten 
und zwar 

a) so, dass alle Punkte Nachbarpunkte ihrer ursprüng- 
lichen Lage bleiben (diese Bewegung beifst schieben), 

b) so, dass alle Punkte eine neue Lage bekommen ohne 
einschränkende Bestimmung (desgl.). 

2. Ein Punkt bleibt fest (diese Bewegung heifst drehen). 

3. Zwei Punkte bleiben fest. (Bewegung «== Diiehuug 
in sich; doch dürfte es richtiger sein, unter dieser Voraus- 
setzung überhaupt keine Bewegung mehr als möglich an- 
zuerkennen.) 

Beschränken wir uns auf 1. und 2. und wählen die kürzen 
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— und wie ich glaube auch völlig deutlichen — Namen 
Schieben und Drehen, so würde man zum Begriff der parallelen 
Lage der Geraden im ersten Falle, zum Begriff des Winkels 
im zweiten Falle gelangen und so gleich einen Zusammenhang 
dieser beiden Gebilde erhalten. Bei beiden Bewegungen ändert 
sich' die Bichtung; es ist nicht richtig zu sagen: in dem einen 
Falle ändert sich die Richtung und ein Punkt bleibt fest; im 
andern wechseln alle Punkte ihre Lage und die Richtung 
bleibt fest. Wenn es z. B. in dem Zitat p. 317, Zeile 1 v. o. 
heifst: „Wenn man eine Gerade so verschiebt, dass sie ihre 
ursprüngliche Richtung unverändert beibehält, so kann man 
sie in die Lage jeder, ihr parallelen Geraden bringen^ so ist 
dieser Ausdruck entschieden falsch. Behält eine Gerade bei 
einer Bewegung ihre ursprüngliche Richtung unverändert bei, 
so ist nur eine Verschiebung in sich möglich, nichts anderes. 
Ich bin gewifs, dass man mir hierin zustimmen wird. Die 
ungenügende Erkenntnis der wesentlichen Verhältnisse erzeugt 
denn auch solche verworrenen Definitionen, wie die folgende (s. 
S. 318): „Parallelverschiebung einer Geraden heifst die Be- 
wegung einer Geraden ohne eigne Richtungsänderung in der 
Richtung einer andern Geraden. ^^ Die beidien Bewegungen 
Schieben und Drehen sind deutlich aufzufassen und deutlicli 
auseinander zu halten. 

Gewissenhafte Bearbeiter haben übrigens für nötig be- 
funden bei der ^Erklärung der Parallelen des Umstandes zu 
gedenken, dass in jeder Geraden zwei Richtungen zum Aus- 
druck kommen, und haben deshalb folgende Definition aufge- 
stellt: „Gerade von gleicher oder entgegengesetzter Rich- 
tung heifsen parallel/^ So kommt es denn, dass sie kon- 
sequenterweise folgenden Satz aussprechen (vergl. p. 307): 
„Zwei Punkte, die sich auf parallelen Geraden bewegen, be- 
wegen sich in gleicher oder entgegengesetzter Richtung.*' Hier 
tritt die Unnatur der Parallelendefinition, die sich auf den 
Begriff der Richtung stützt, recht in Evidenz. 

Zum Schluss möchte ich noch das eine erwähnen, dass es 
nicht heifsen darf: „Gerade, welche . . . ., sind parallel," son- 
dern dass es lauten muss: heissen parallel. 
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IV. Kapitel. 

Anwendungen zur Winkel- and Farallelenlehre. 

Sind dem Schüler anschauliche Definitionen yom Winkel 
und von den Parallelen gegeben^ so handelt es sich nun 
darum ^ mit diesen Begriffen zu operieren, Begriffen, die im 
wesentlichen ja nur eine Erweiterung der ursprünglichen Be- 
griffe Bichtung und Abstand sind. Gleich damals hatten wir 
an diese beiden ersten Begriffe Untersuchungen angeschlossen 
„Lagenbetrachtungen", auch hier schliefsen sich direkt an die 
Definitionen Untersuchungen über die wesentlichen Beziehungen 
an. Ich hatte am Anfang des § 3 im ersten Kapitel auf die 
Wichtigkeit der Kombinationslehre, insbesondere auf ihre prak- 
tische Anwendung hingewiesen, indem ich zugleich betonte, 
dafs wir auf diese Weise ein Gerippe für den Unterricht ge- 
winnen, das dem Schüler leicht im Gedächtnis haftet und 
deshalb vorzüglich geeignet ist, ihn bei Wiederholungen nicht 
nur zu unterstützen^ sondern überhaupt zur Festigung seines 
Wissens beizutragen. Eine gute Disposition ist die halbe 
Arbeit. Dieser Satz, der für den deutschen Aufsatz wohl all- 
gemeine Anerkennung gefunden hat, gilt meiner Ansicht nach 
nicht weniger bei der Behandlung des mathematischen Lehr- 
stoffs. Den Hauptvorzug einer guten Disposition aber bildet 
jedenfalls der organische Zusammenhang der einzelnen Teile, 
gewissermafsen die natürliche Ausbildung und Gestaltung, 
Nicht nur muTs die Anordnung eine naturgemäfse sein, die 
sich von Begriff zu Begriff ohne Gedankensprünge aufbaut, 
es mufs vor allem gleich bei Aufstellung der Disposition 
darauf geachtet werden, dafs sie als Repetitionsschema gelten 
kann. ^) 



*) Derartige Repetitionsschemata pflege ich auch in den andern 
Disziplinen za geben und zwar nach Durchnahme irgend eines Ab< 
Schnittes, da natürlich die wesentlichen Elemente dazu nicht von vorn- 
herein bereit liegen, wie hier in der Planimetrie. Es mufs sich daher 
das Repetitionsschema erst an das Pensum anschliessen. Sorgt man 
dafür, dafs dieses Schema sich dem Gedächtnis der Schüler sicher ein- 
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Die UntersuchuBgen des § 3 im ersten Kapitel sind ein 
Beispiel, wie ich mir einen derartigen Aufbau und seine Ge- 
staltung als Repetitionsschema denke. Durch die einfache 
Kombination der Elemente Punkt, Gerade, Kreis zu je zweien 
ergab sich ein einfaches, dem Gedächtnis leicht einzuprägendes 
Gerippe, das jederzeit bereit liegt und nur der Ausfahrung 
harrt. Jedoch befanden wir uns dort in einer günstigen Lage, 
die Kombination war eine sehr einfache, die Darstellung ge- 
staltete sich demgemäfs auch aufserordentlich einfach. Im 
vorliegenden Falle bieten sich eine Reihe gleichwertiger Dis- 
positionen, die je nach dem Geschmack des Lehrenden oder 
nach den Fähigkeiten der Lernenden mit einander wechseln 
können. Eine so völlig einartig sich darbietende Gestaltung 
der Untersuchungen wie dort ist an dieser Stelle nicht mehr 
möglich. Dagegen haben wir hier den* grossen Vorteil, die 
Untersuchungen von verschiedenen Gesichtspunkten beleuchten 
zu können, und ich möchte als ganz besonders vorteilhaft em- 
pfehlen — vorausgesetzt dafs die Fähigkeiten der Lernenden 
dies erlauben — beim ersten Durchnehmen des Lehrstoffs 
und bei den recht häufig anzustellenden Wiederholungen 
mit den verschiedenen Dispositionen abzuwechseln. Doch, ich 
wiederhole dies ausdrücklich, mufs man gewiss sein, durch 
diesen Wechsel nicht eine Verwirrung hervorzurufen und so ' 
grösseren Schaden anzurichten. Allerdings handelt es sich 
ja auch hier um höchst einfache Betrachtungen, die rein syn- 
thetisch anzustellen sind; immerhin bieten sich gegenüber dem 
ersten Abschnitt Schwierigkeiten, die besonders darin liegen, 
dafs dem jugendlichen Geiste Beweise zugemutet werden für 



prägt, so hat man die Gewäbr, dafs anch die Einzelheiten im AnBcblofs 
ian die Disposition entweder vQllig in detti Gedächtnis haften oder we- 
nigstens jederzeit leicht in das Gedächtnis zurückgerufen werden können. 
Nicht die Einzelkenntnisse, sondern die Gesichtspunkte, nach denen sie 
sich ordnen, geben einen wahren Einblick in das Wesen des behandelten 
Themns und ermöglichen seine Beherrschung. Aus diesem Grande sind 
auch Leitfäden zu bevorzugen-, die eben nur die Ordnung des Stoffes 
geben, in allen Einzelheiten aber volle Freiheit der Behandlung ge- 
währen. — 

Man vergl. die mathematischen Bepetitionshefte von Sänger und 
Sonne. 
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Sätze, die er bereitwilligst auch ohne solche als wahr anerkennt; 
femer Sätze^ deren Mitteilung ihm vorläufig unnötig erscheint^ 
da er noch nicht weiss, was er damit anfangen soll.^) Als 
Hauptgrundsatz mufs ganz energisch festgehalten werden, dafs 
jedes dogmatische Vortragen, jede analytische Darstellungs- 
weise in diesem Anfangsunterricht vermieden werden mufs. 
Rein synthetisch muss das Verfahren sein und fortwährend 
muis der Schaler zur Mitarbeit herangezogen werden. Nichts 
muss ihm fertig geboten werden, er mufs sich selbst das Neue 
erarbeiten^); der Lehrende darf nur die Schritte leiten, den 
Weg zeigen, vor Abirrungen behüten, er darf aber nicht — 
ich bitte den trivialen Ausdruck zu entschuldigen — vorkauen ; 
der Schüler mufs wissen, wozu er die Zähne hat und muTs sie 
tüchtig gebrauchen lernen. Ich glaube nicht, dass ein auf 
diese Weise erteilter Unterricht für den Lehrer besonders 
bequem ist; aber sicherlich wird er mehr Freude gewähren, da 
es nicht ausbleiben kann, dafs man das Wachsen der geistigen 
Kräfte bei den Schülern von Stunde zu Stunde fast, möchte ich 
sagen, beobachten kann. Ich kann wenigstens nach meinen he* 
scheidenen Erfahrungen^) bezeugen, dafs die Schüler mit dem 



^) Ich hofife allerdings zuversichtlich, dafs durch Anordnung und 
Behandlung des Stoffes, wie leb sie in Vorschlag gebracht habe, gerade 
diesen Vorwürfen aufs wirksamste entgegengearbeitet wird. Eine ganze 
Reihe von Sätzen^ die bei der bisherigen Behandlung des Stoffes weit- 
läufige Beweise erforderten, bieten sich in^er von uns mitgeteilten 
Darstellung in so einfacher, natürlicher Weise dar, dafs an einen Beweis 
gar nicht mehr gedacht zu werden braucht. Ich möchte hier nur als 
ein Beispiel erwähnea die Beziehungen zwischen Ereis und Tangente, 
wie ich sie im § 3 des ersten Kapitels vorgetragen habe. Selbst der 
gewissenhafteste Mathematiker wird, wenn er nicht ein „Fanatiker des 
Beweisens*' ist, erklären müssen, dafs bei der Entwicklung des organischen 
Zusammenhangs der verschiedenen Lagen die Wahrheiten der Geometrie 
sich in so einfacher, überzeugender Weise darbieten, dafs Zweifel über- 
haupt nicht auftauchen können. 

^ Ich halte diesen Punkt für einen der wichtigsten und will des^ 
halb nicht verfehlen, noch ausdrücklich darauf aufmerksam zu machen. 

^) Die Erfahrungen können naturgemäfs nicht allzu reich sein, da 
nach den strengen Vorschriften über den Betrieb des Unterrichts, über 
die Benutzung des Lehrbuchs etc. eine individuelle Behandlung des Lehr- 
stoffs nur in sehr eng bemessenen Schranken sich bewegen kann. 
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grössten Interesse sich an dem Aufbau des Lehrstoffs beteiligen 
und dafs man ihnen die reine Freude, wenn sie das Bicbtige 
treffen und mit immer grössrer Sicherheit treffen lernen, wohl 
anmerkt. Die Zeiten , wo man pädagogisches Geschick als 
reine Naturanlage betrachtete , liegen wohl völlig hinter uns; 
allgemein wird Pädagogik als eine Wissenschaft betrachtet: 
aber in gewissem Sinne ist sie doch eine Kunst, und hier gilt, 
wenn irgendwo ^ der Satz, dafs höchste Kunst und reinste 
Natur sich aufs innigste nahe stehen müssen. Von diesem 
Grundgedanken ausgehend, müssen wir Lehrer bestrebt sein, 
den Lehrgang zu gestalten; von diesem Grundgedanken aus- 
gehend, habe ich den Gang des geometrischen Anfangsunter- 
richts so gestaltet, wie ich ihn im vorliegenden Werke der 
Prüfung der Fachgenossen darbiete. 

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen über die Motive, 
die mich bei dem Unterricht beeinflussen; kehre ich zu der 
speziellen Aufgabe, der dieses Kapitel gewidmet ist, zurück. 
i^unächst werde ich einige wichtige Dispositionen mitteilen, 
dann an der Hand eines dieser Entwürfe die Ausgestaltung 
im Einzelnen darstellen. Diese Einzelausgestaltung wird im 
allgemeinen nicht wesentlich von einander verschieden sein, 
wenn wir eine andre Disposition zugrunde legen, und es 
wird deshalb nicht nötig sein, für "jede Disposition eine aus- 
führliche Darstellung zu geben. Ich würde selbst auf die 
Mitteilung der andern Dispositionen verzichtet haben, wenn 
ich nicht dadurch dem Vorwurf entgehen zu können glaubte, 
dafs ich selbst dogmatisch vorginge, indem ich einen be- 
stimmten Gang des Unterrichts vorschriebe. Aber selbst im 
Einzelnen sollen meine Mitteilungen durchaus nicht etwa be- 
stimmte Vorschriften enthalten oder den Anspruch machen, 
dafs man sich nun ganz genau darnach richten müsse. Der 
Einzelunterricht hängt von zu viel Faktoren ab, als dafs sich 
generelle Vorschriften darüber geben liefsen, hier mufs Jeder 
den bestehenden Verhältnissen gerecht werden und den Lehr- 
gang den Umständen gemäfs formen. Immerhin wird die 
Darstellung eines auf grund genauester Studien und reicher 
Kenntnis einschlägiger Litteratur gewonnenen und durch- 
gearbeiteten Lehrgangs Anspruch auf das Interesse der Fach- 
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genossen erheben dürfen. Allerdings mufs ich gestehen, dafs 
ich selbst diesen Lehrgang nicht einseitig benutze, wohl kaum 
habe ich bis jetzt den Stoff einmal wie ein anderesmal be- 
handelt, und dafs ich künftig ganz genau meine heutige Dar- 
stellung beibehielte, glaube ich auch nicht. Aber dafs sie 
mir als wesentliche Norm beim Anfangsunterricht auch ferner- 
hin vorschweben wird, davon allerdings bin ich fest überzeugt. 
Denn nur beseelt von einer solchen festen Überzeugung ist 
man, meiner Meinung nach, befugt, seiner Ansicht Ausdruck 
zu geben. 

Dispositionen zur Winkel- und Parallelenlehre können 
nun in folgender Weise gestaltet sein. 

I. Disposition. 

A. Ein Schnittpunkt. 

(Winkelmessung, Benennungen, Nebenwinkel, Scheitelwinkel.) 

B. Zwei Schnittpunkte. 

a) Benennungen. 

b) Voraussetzung eine der 16 Bedingungsgleichungen. 

c) Zusammenhang mit den Parallelen. 

d) ümkehrung der Winkelsätze. 

e) Keine der 16 Bedingungen trifft zu. Damit Über- 
leitung zu 

C. Drei Schnittpunkte. 
(Kombinationsfrage: Wie viel Schnittpunkte überhaupt 

möglich? Zusammenhang zwischen der Anzahl der Geraden 
und der Anzahl der Schnittpunkte.) 

Die Winkel im und am Dreieck. 

Der Grundgedanke aller Betrachtungen ist die Unter- 
suchung der Beziehungen zwischen den verschiedenen Winkeln. 



II. Disposition. 

A. Eine Gerade. 
Ebensowenig wie bei der Betrachtung eines Punktes 
bietet sich hier bei der Betrachtung einer Geraden Gelegen- 
heit zu Untersuchungen. Ein Element — als solches wird 
die Gerade hier angesehen — bietet für sich nichts Merk- 

Sohotten, der planimetr. Unterricht. II. 22 
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würdiges, erst in seinen Beziehungen zu andern finden wir 
ein Objekt für unsre Betrachtungen. 

B. Zwei Geraden. 
(Zusammenhang mit § 3 des I. Kapitels.) 

a) Kein Schnittpunkt. 

b) Ein Schnittpunkt. 

C. Drei Geraden. 

a) Kein Schnittpunkt (alle drei Geraden parallel). 

b) Ein Schnittpunkt. 

c) Zwei Schnittpunkte (zwei Geraden parallel). 

d) Drei Schnittpunkte. 



in. Disposition. 

A. Ein Winkel. 

Grosse, Benennungen, Zusammenhang mit dem Kreis. 

B. Zwei Winkel 

a) an einem Scheitelpunkt. 

Nebenwinkel, Scheitelwinkel. 

b) an zwei Scheitelpunkten. 

1) Komplementwinkel, Supplementwinkel, Vergleichung 
und Kongruenz. 

2) Gleichliegende, Halbgleichliegende, üngleichliegende. 

Zu beachten ist, dafs gleichliegende Winkel dieselben^) 
Winkel, aber an zwei Scheiteln sind; halbgleichliegende: 
Nebenwinkel an zwei Scheiteln; ungleichliegende sind 
Scheitelwinkel an zwei Scheiteln. 

C. Drei Winkel (und mehr). 
Die Winkel in und an Figuren. 



*) Ich gestehe zu, dafs diese Ausdrucksweise inkorrekt, zum we- 
nigsten sehr eigentümlich ist; aber es gelang mir nicht, einen besseren 
Ausdruck zu finden; auch glaube ich, dafs ein Mifsverständnis ausge- 
schlossen ist, besonders im Vergleich mit der folgenden Darstellung. 
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IV. Disposition. ^^^t'FORN\i!. 



A. Ein Winkel. 

B. Winkelpaare. 

1) Eins für sich betrachtet. 

2) Zwei oder mehrere im Zusammenhang. 

C. Die Winkel bei Figuren. 



Hiermit sind, soweit ich es überseheü kann, die mög- 
lichen Dispositionen für diesen Teil der Planimetrie aufgestellt. 
Doch müssen wir noch einer weiteren Gestaltung dieses Ab- 
schnittes gedenken, die sich durch die duale Gegenüberstellung 
der beiden Konstruktionselemente Strecke und Winkel ergiebt. 
Dieser Darstellung werde ich am Schlüsse dieses Kapitels 
noch eine eingehendere Würdigung zuteil werden lassen. 

Meinen Ausführungen werde ich an dieser Stelle die dritte 
Disposition zugrunde legen, mit der übrigens die vierte fast 
völlig übereinstimmt. Es liegt nur eine Verschiedenheit der 
Benennung vor, im Gange der Untersuchung herrscht völlige 
Gleichheit. Übrigens scheint mir die Bezeichnung „Winkel- 
paare'' viele Vorzüge zu besitzen, da in dem Namen zugleich 
schon die Thatsache liegt, dafs die beiden Winkel, die in 

Betrachtung kommen, in enger Beziehung zu einander stehen.^) 

*. 

überall aber, wo man schon durch den Namen eine Andeu- 
tung geben kann, um was es sich handelt, sollte man die 
Gelegenheit nicht ungenützt vorüber gehen lassen. 

Selbstverständlich ist, dafs man auch in der gewählten 
Disposition Einzelheiten der Ausführung nach einer andern 
Disposition gestalten kann. Überhaupt ist aufs energischste 
zu betonen, dafs dem einzelnen Lehrer volle Freiheit in der 
Gestaltung des Einzelnen zu gewähren ist — mehr scheint 
vor der Hand nicht zu erreichen zu sein. Der Unterschied 



*) „Die Ausführung von Winkelmessungen wird oft dadurch er- 
leichtert, dafs man zwei Winkel in ihrer gegenseitigen Beziehung be- 
trachtet, indem man jeden einzelnen als Bestandteil (Element) eines 
Winkel paar es auffafst." 

Wernicke, Die Grundlage der Euklidischen Geometrie des Mafses, 
Braunschweig, 1887; p. 38. 

22* 
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zwischen akademischer Lehrfreiheit und dem Zwange des 
akademisch gebildeten Lehrers der höheren Lehranstalten ist 
aus Gründen falscher Humanität ein riesengrafser. Es hätte 
gewifs auch andre Wege gegeben^ um mifsbräuchlichen Aus- 
schreitungen entgegen zu wirken. Ein Schlagwort der mo- 
dernen Pädagogik ist die Individualisierung; aber wehe^ wenn 
darüber die Individualität des Lehrers zugrunde geht. Den 
besten Erfolg wird doch immer eine kräftige Indiyidualität 
haben; ihr Einfluls auf die Schüler wird auch methodische 
Fehler in den Hintergrund treten lassen. Doch zur Sache! 

§ 1. Ein Winkel. 

Hat man die Definition des Winkels gegeben und auf 
grund des von uns aufgestellten psychischen Gesetzes^) fest- 
gelegt; dafs immer der kleinere Winkel gemeint ist, wenn 
nicht ausdrücklich etwas anderes bestimmt wird, so gilt es 
nun, die Bestimmungen über die Bezeichnung der Winkel zu 
treffen.^) Zunächst wird aber mitgeteilt, dafs der gemeinsame 
Ausgangspunkt der beiden Strahlen den Namen „ScheiteP' 
(Scheitelpunkt) hat, dafs die Strahlen „die Schenkel'^ genannt 
werden. Dafs es auf die Länge der Schenkel gar nicht ankommt, 
geht aus unserer Definition des Winkels hervor, doch mag es 
nicht überflüssig sein, ausdrücklich noch darauf aufmerksam zu 
machen resp. diese Wahrheit von den Schülern selbst finden 
zu lassen. Die Festsetzung, dafs immer der kleinere Winkel 
gemeint sei, ist notwendig, da es nicht möglich ist, in der 
Ebene einen Winkel für sich zu zeichnen, wenn man nicht 
die zugehörige Fläche schraffieren will. In manchen Fällen 



^) Vergl. Seite B u. 43. 

*) Bürklen (Zur Lehre vom Winkel. — Kor. Bl. f. d. Gel. u. 
Realsch. 1891) p. 8: ,,Die Grösse eines Winkels — d. h. das was grofs 
ist — ist dasjenige der beiden darch die Schenkel bestimmten Ebenen- 
gebiete, das kleiner ist als die Halbebene. Soll das andere Gebiet ins 
Auge gefafst werden, — was z. B. bei dem Zentriwinkel nötig ist, der 
zu einem stumpfen Peripheriewinkel gehört — so ist dem Wert Winkel 
„Konvex-" vorzusetzen. 

Wo diese Festsetzung nicht getroflfen wird, da bleiben Zweideutig- 
keiten bestehen." 
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wird sich dies empfehlen, aber es läfst sich nicht konsequent 
durchführen; wir befinden uns hier gegenüber der Darstellung 
des Abstandes zweier Punkte durch die Strecke im Nachteil. 
Würden wir den Drehungsabstand zweier Strahlen im Räume 
durch eine Fläche darstellen, so wäre die Eindeutigkeit sofort 
gewonnen. Aber da wir in der Ebene operieren und in dieser 
unsere Zeichnungen machen, so ist es unmöglich, einen Winkel 
für sich allein zu zeichneu. Es ist dies ganz analog dem 
Falle, dafs wir auf einem Kreise durch zwei Punkte nicht 
einen Bogen erhalten, sondern zwei: und deshalb auch fest- 
setzen müssen, welchen von ihnen wir meinen. Mit Hülfe 
eines Blattes wird es also möglich sein, im Baume den 
Winkel eindeutig darzustellen. Man sollte nicht versäumen, 
dies den Schülern vorzuführen. Wie nun eine Strecke, wenn 
wir auf die Richtungen achten, noch doppeldeutig sein kann, 
so auch der Winkel, wenn wir die Drehungsrichtung in Be- 
tracht ziehen. Ob es ratsam sei, hierauf im Anfangsunterricht 
einzugehen, erscheint mir zweifelhaft. Abgesehen davon näm- 
lich, dafs man mit dem Hinweis auf die Doppeldeutigkeit — 
sowohl bei der Strecke, wie beim Winkel — an die Auf- 
fassungskraft des Schülers schon erhöhte Anforderungen stellt, 
kommt als gewichtiges Moment in Betracht, dafs in der Be- 
handlung der Planimetrie auf der Schule von dieser Doppel- 
deutigkeit nirgends eine Anwendung gemacht wird, so dafs 
man also. den Schüler mit etwas belastet, womit er durchaus 
nichts anzufangen weifs. Ich bin daher dafür, diesen Punkt 
im Anfangsunterricht unberührt zu lassen und die Begriffe 
negativer Strecken und negativer Winkel gar nicht zu erwähnen. 
Die Bezeichnung der Winkel ist dadurch erschwert, dafs 
man sich der kleinen griechischen Buchstaben nicht mehr be- 
dienen kann; doch scheint mir ein Ersatz der zu sein, dafs 
man grofse lateinische Buchstaben mit einem Dächelchen 

darüber wählt, also z. B.: A. Es ist damit der Vorteil ver- 
bunden, dafs man an den Ecken eine einheitliehe Benennung 
hat. Überall aber, wo an einem Scheitel mehrere Winkel 
nebeneinander liegen, mufs man unbedingt von dieser Bezeich- 
nung absehen, um jeder Zweideutigkeit aus dem Wege zu 
gehen. Hier ist es nötig, die Bezeichnung mit Hülfe dreier 
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Buchstaben zu wählen, so zwar, dafs man den Buchstaben 
des Scheitels in die Mitte setzt. Auch hier bin ich dafür, nm 
einen Unterschied gegen das Dreieck von vornherein festzu- 
legen , über den Buchstaben des Scheitels ein Dächelchen zu 

machen, also z. B.: ABC, Würde man zugleich noch fest- 
setzen, dafs bei der Benennung die Reihenfolge der Buch- 
staben so gewählt wird, dafs das Winkelfeld zur Linken liegt, 
'^— wie das ja auch für alle Figuren wohl allgemein üblich ist 
— so würde damit eine weitere Sicherheit in der Bezeichnung 
und eine Übereinstimmung gegeben sein. 

Was nun die Einteilung der Winkel betriflft, so sind der 
Vollständigkeit halber der Vollwinkel und der Nullwinkel, die 
sich allerdings unter dem Bilde eines Strahles darstellen und 
zeichnerisch gar nicht von einander unterschieden werden 
können, nicht zu übergehen. Um so mehr kommt der Voll- 
winkel in Betracht, als er uns die Mafseinheit liefert; eine 
natürliche Mafseinheit, nicht eine willkürliche wie bei den 
Strecken. Hat der Strahl eine Vierteldrehung vollzogen, so 
heifst der entsprechende Winkel ein rechter Winkel.^) Hier- 
für möchte ich gern den Namen „Richtwinkel" vorschlagen, 
ein Name, der aus dem praktischen Leben sich ergiebt, z. B. 
ein Haus richten, d. h. unter rechtem Winkel aufbauen u. a. 
Es würde sich dies deshalb empfehlen, weil wir dann ein 
Wort haben, mit dem sich leichter operieren liefse, als mit 
dem Ausdruck „rechter Winkel". Dreht man weiter, bis eine 
halbe Drehung vollzogen ist, die beiden Strahlen also vom 
Scheitel aus nach entgegengesetzten Richtungen sich erstrecken 
(eine Gerade bilden), so hat man den „Flachwinkel". 
Winkel, die kleiner sind als der Richtwinkel*), heifsen „Spitz- 
winkel*'; solche, die gröfser als der Richtwinkel sind, aber 
kleiner als der Flachwinkel, heifsen „Stumpfwinkel" Alle 
Winkel, die kleiner als der Flachwinkel sind, haben ausserdem 



^) Nach unsrer Ansicht besser der rechte Winkel. 

') Es wird sich durchaus empfehlen, nur den bestimmten Artikel 
zu gebrauchen, um auch dadurch schon anzudeuten, dafs es sich nm 
etwas ganz Bestimmtes handelt. Um solche Sätze, wie „alle rechten 
Winkel sind einander gleich^*, kommt man dann herum, ja es wurde 
uns geradezu merkwürdig berühren, solche Sätze zu hören. 
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noch den gemeinsamen Namen „Hohlwinkel". Auf eine 
besondre Bezeichnung der Winkel, die gröfser sind als der 
Flachwinkel; kann man eigentlich ganz verzichten, da sie ja 
fast gar keine Rolle spielen, jedenfalls keine allgemeinen Sätze 
von ihnen vorkommen. Sie führten bisher den Namen „erhabne 
Winkel"; auch hier wäre es besser, ein Wort für den Begriff 
zu haben, ich wage aber keinen Vorschlag, da mir nichts be- 
sonders Passendes eingefallen ist.^) Der vollen Drehung ent- 
spricht „der Vollwinkel". 

Von diesem gehen wir aus, wenn wir dazu übergehen, 
den Winkel als Grösse, als benannte Zahl in die Geometrie 
einzuführen, so dafs wir mit ihm rechnerisch operieren können.^) 

Die übliche Einteilung des Vollwinkels ist die in 360 
gleiche Teile, die wir „Grade" nennen. Über die Ver- 
anlassung zu dieser Einteilung ist folgendes zu bemerken, 
was ich einem Vortrage entnehme, den M. Cantor am 3. De- 
zember 1891 im historisch-philosophischen Vereine zu Heidel- 
berg gehalten hat, dessen Kenntnis ich der Güte des Herrn 
Vortragenden zu danken habe. „Zeit und Zeitrechnung" ist 
das Thema dieses Vortrags.^) Es heifst dort p. 192 (Sonder- 
abdruck aus den neuen Heidelberger Jahrbüchern, 1892, Jahr- 
gang H. Heft 2): 

„Es mag wesentlich länger gedauert haben, bis das Be- 
wufstsein erwachte, dafs noch ein gröfserer Zeitabschnitt, eine 
aus 12 Monaten gebildete Dauer, gewisse sich erneuernde 
Erscheinungen in ihrem Gefolge mit sich führte. Wärmere 
oder kältere Tage, das neu entstehende, das fallende Laub, das 
Aufspringen der Blütenknospen, das Keifen der Früchte, mit 
einem Worte die Jahreszeiten lenkten die Aufmerksamkeit 



*) Vielleicht: Konvex winke 1 (s. Bürklen l. c). 

*) Vorher müssen natürlich Übungen im Zeichnen der verschiedenen 
Klassen der Winkel durchgenommen worden sein, nm die Schüler mit 
den Bezeichnungen vertrant zu machen. 

^) Cantor bemerkt dazu in einer Fnfsnote: „Das Material zu dieser 
Zusammenstellang stammt teils ans dem I. Bande der Vorlesungen über 
Geschichte der Mathematik des Verfassers, teils aas Abhandlungen von 
F. Kaltenbiunner in den Sitzungsber. der Wiener Akad. phil.-hist. 
Klasse LXXXII, 289—414 und LXXXVII, 486—686 und von F. Stieve 
in den Abhandl. der Bair. Akad. Eist. Klasse XV^ 3. Abt., 3—98." 
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auf sich; der Begriff des Jahres war entstanden^ des Jahres 
von 12 Monaten zu 30 Tagen^ also von 360 Tagen. 

Diese Jahreslange ist mindestens mit hohem Grade von 
Wahrscheinlichkeit bei den ältesten Kulturvölkern nachzu- 
weisen. Wenn in der Genesis (VII, 11 und VIII, 3 und 4) 
berichtet wird, Noah sei in die Arche gegangen , dann habe 
es am 17. Tage des IL ]Sd!onates zu regnen begonnen, am 
17. Tage des YII. Monates sei die Arche auf Ärarat fest- 
gestanden, wenn beigefügt ist, die Wasser hätten sich nach 
150 Tagen verlaufen, so entspricht die Gleichsetzung von 150 
Tagen mit genau 5 Monaten der dreifsigtägigen Monatsdauer. 
Der babylonische Sintflutsbericht, den man für die Quelle der 
biblischen Erzählung hält, hat zwar in der durch Oppclt 
übersetzten Fassung jene Zeitangaben nicht, gleichwohl ist 
man berechtigt, den Babyloniern ebenfalls einen 30tägigen 
Monat, ein 360tägiges Jahr zuzuschreiben. War das Jahr 
unsrer Auffassung gemäfs irdischen Ursprungs, so gewann es 
doch nach und nach als Sonnen jähr eine astronomische Be- 
deutung. Wo allabendlich die Sonne unterging, erschienen, 
sobald es finster genug geworden war, um schwächere Licht- 
quellen bemerken zu können, gewisse Gestirne am westlichen 
Horizonte, und zwar nicht immer dieselben. Erst nach einem 
Jahre erkannte man die genau gleichen Gestirne wieder an 
der gleichen Stelle, und man kleidete diese Beobachtung in 
die Worte, die Sonne habe in Jahresfrist einen Umlauf um 
das Himmelsgewölbe vollzogen, jeden Tag den gleichen Weg, 
mithin beim Jahre von 360 Tagen den dreihunderfcsechszigsten 
Teil des Kreisumfangs, durchmessend, und so kamen die 
Babylonier dazu, 360 Grade des Kreises zu unter- 
scheiden."^) 

Cantor fügt hinzu: „Als wir schon vor längerer Zeit 
diese ng-heliegende Vermutung veröffentlichten, glaubten wir 
Neues auszusprechen. Wir täuschten uns. Formaleoni hatte 
1788 in seinem „Saggio sulla nautica antica dei Yeneziani^' 
bereits den Zusammenhang zwischen der Ereisteilung und der 



^) Ich habe mir erlaubt, diese Worte wegen der Wichtigkeit für 
die vorliegende Frage^ gesperrt drucken zu lassen. 
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Anzahl der Tage im Jahre hervorgehoben; was er aber nicht 
wuTste^ war; dafs aus chinesischer Quelle eine Bestätigung 
möglich ist. Der oder die Verfasser des Tcheöu pei wissen, 
dafs das Sonnenjahr Sßöy^ Tage lang ist; sie teilen zugleich 
den Kreis nicht in 360, sondern in 3657^ Grade." 

„Vollends gesichert ist das alte Jahr von 360 Tagen bei 
den Ägyptern." 

Ich glaube im Sinne meiner Leser gehandelt zu haben, 
wenn ich diese Stelle aus dem Vortrage des hervorragendsten 
unter den Historikern der Mathematik in extenso mitgeteilt 
habe, da wir deutlich den Grund für die sonst merkwürdige 
Einteilung des Kreises (und damit des Winkels) in 360 Grade 
erkennen.^) Will man den Schüler mit dem historischen 
Grunde für unsere Kreisteilung (Winkelteilung) bekannt machen, 
so ist dagegen sicherlich nichts einzuwenden. Ich mufs aller- 
dings gestehen, dals ich auf dieser Stufe des Unterrichts mir 
nicht viel davon verspreche, aber in höheren Klassen ist es 
gewifs auch den Lernenden von Interesse, die Genesis der 
Winkel- (resp. Kreis-)teilung zu erfahren. 

Zu erwähnen ist übrigens, dafs die Franzosen eine ge- 
wisse dezimale Teilung auch hier eingeführt haben, indem sie 
den Bichtwinkel in 100 Grade einteilten, so dafs der Voll- 
winkel 400 Grade zählt. 

Jeden Grad teilte man wieder ein in 60 Minuten, jede 
Minute in 60 Sekunden. 

Auch die Entstehung dieser Bezeichnungen pflege ich 
gelegentlich den Schülern mitzuteilen. Ich glaube bemerkt 
zu haben, dafs auch viele Kollegen darüber nicht informiert 
sind, weshalb ich mir .erlaube, kurze Angaben zu machen. 



Bürklen, Zur Lehre vom Winkel (Korr.-Bl. f. d. Gel.- u. Realsch. 
1891, 5. u. 6. Heft), p. 13: f,Endlich wäre es wünschenswert, über den 
Ursprung der 360 -Teilung, die dem Schüler in unsrer dezimalen Zeit 
doch etwas seltsam erscheinen muTs, mitzuteilen, dafs sie von den Chal^ 
däern herrührt, die glaubten, dafs die Sonne zu ihrem Umlaufe um die 
Erde 360 Tage brauche; dem Vorwärtsschreiten an einem Tag entspricht 
also der Bogengrad.** 

(Hankel, Geschichte der Math., S. 79 und Treutlein u. Henrici, 
Lehrb. der Geometrie 1881. S. 113.) 
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minutum primum und minutum secundum zum erstenmal geteilt, 
zum zweitenmal geteilt: das ist die Entstehung der Nameii; 
die konsequenterweise dazu hätte führen müssen, zwischen 
„Prime** und „Sekunde" zu unterscheiden. Ein Zufall hat es 
anders gefügt, so dafe das minuere im Namen der Minute 
erhalten geblieben ist. 

Über die Wahl der Zahl 60 sagt Thieme^) (Posen): 
„Die Leichtigkeit, mit welcher der Ereis sich in sechs Teile 
zerlegen läfst, brachte bald den sechsten Teil des VoUwinkels 
und die Zahl 60 in den Vordergrund und gab wohl den An- 
lafs zur späteren Herrschaft des Sexagedmalsystems. Damit 
hängt auch die Einteilung des Winkels in 60 Minuten, der 
Minute in 60 Sekunden zusammen." 

Dieser Vortrag ist für die vorliegende Frage von Wich- 
tigkeit Es heifst dort weiter: „Die Vorzüge der Zahl 60 
sind bekannt; trotzdem pafst die immer noch gebräuchliche 
Einteilung des Grades in Minuten und Sekunden in unser 
immer mehr zur Alleinherrschaft^) gelangendes Dezimalsystem 
nicht hinein. Die Schöpfer unsres metrischen Mafssystems 
hatten auch den Winkel nicht vergessen, sie hatten den rechten 
Winkel in 100 Grade und den Grad weiter dezimal geteilt; 
diese Änderung ist aber bisher wenig zur Aufnahme gelangt." 

Im Anschlufs an diesen Vortrag wurde von Thieme der 
Antrag gestellt, man möge sich für Beibehaltung der Grad- 
einteilung aussprechen, von der Einteilung des Winkelgrades 
in Minuten und Sekunden aber absehen und zur Dezimal teilung 
übergehen, ein Antrag, der von der Versammlung mit grofser 
Majorität angenommen wurde. ^) 

An diese Erörterungen niüssen sich nun meiner Ansicht 
nach reichliche Übungen im Gebrauch des Transporteurs an- 
ßchliefsen, damit der Schüler auch praktisch mit dem zahlen- 



*) Vortrag auf der Jahresversammlung des „Vereins zur Förderung 
des Unterrichts in der Mathematik und in den Natarwissenschaften") 
abgedruckt (im Auszug) in H. Z. XXIV p. 232. 

*) Und das mit vollem Recht! 

^) Vergl. Schotten, Bericht über die Versammlung des Vereins 
etc. in H. Z. XXIV; p. 228. — 
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mäfsigeu Winkel umgehen lernt. ^) Man lasse Winkel zeichnen 
und mittelst des Transporteurs ihre Gröfse bestimmen. Sehr 
empfehlen wird es sich; mit einem grofsen Transporteur zu 
arbeiten, der an der Tafel Verwendung finden kann. Aber 
auch in seinem Heft mufs der Schüler solche übungeii an- 
stellen. Man lasse Winkel in Graden nennen und bestimmen, 
zu welcher Klasse von Winkeln sie gehören, d. h. ob sie spitz 
oder stumpf sind etc. Auf diese Weise wird man den Schüler 
nicht nur an die Einteilung in Grade rasch gewöhnen, man 
wird ihn auch dahin bringen können, mit mehr oder weniger 
Sicherheit Winkel auf ihre Gröfse in Graden zu taxieren: 
Übungen also, die dem Taxieren von Strecken, die ja schon 
lange üblich sind, entsprechen. 

Schon bei der Genesis der Einteilung zeigte sich der 
innige Zusammenhang zwischen der Winkelteilung und der 
Kreisteilung; die Übungen mit dem Transporteur haben diesen 
Zusammenhang schon praktisch dargelegt: es ist daher nun 
Zeit, auf diese Frage näher einzugehen.^) 

Hier ist es wieder ein Aufsatz des verdienstvollen Heraus- 
gebers der H. Z., der unsere Aufmerksamkeit besonders be- 
ansprucht. Er findet sich in Bd. XVHI der H. Z. p. 344, be- 
titelt: „Winkelgrad und Bogengrad". Verfasser klagt über 
die Unklarheit über diese beiden Begriffe. „Man unterscheidet 
nicht," heifst es,* „oder nicht streng genug die Winkeleinheit 

^) Nicht unwesentlich erscheint mir auch folgende Stelle aus 
Bürklen, Zur Lehre vom Winkel (Korresp.-Bl. f. d. Gel.- u. Realschulen 
1891, 5. u. 6. Heft) p. 18: „Bezuglich der Gradeinteilung wird gewöhn- 
lieh gesagt : Man teilt den YollwiDkel in 360 gl. Teile und nennt einen 
solchen Teil Grad. Dies ist kurz und richtig, aber der Schüler wird die 
Lehrbücher vergeblich durchsuchen, um zu finden, wie diese Konstruktion 
ausgeführt wird, oder ob sie überhaupt streng ausgeführt werden kann. 
Es sollte daher beim Unterricht über die Ausführung einer empirischen 
Teilung etwas gesagt werden.^* 

Diese Frage scheint mir allerdings wichtig genug, um gründlich 
erörtert zu werden. 

^ Vielleicht wird mancher Kollege auch diese Frage vor den 
Übungen mit dem Transporteur zu erörtern für richtiger halten; da 
beides unmittelbar aufeinander folgt, so ist die Reihenfolge, in der 
man diese Fragen behandeln will, selbstverständlich ohne jede wesent- 
liche Bedeutung. 
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von der Bogen e in h ei t. Am klarsten ist dem Anfanger natür- 
lich die Bogeneinheit, weil ihm aus der Anschauung oder 
auch aus seiner Selbst thätigkeit, d. h. aus der der selbst- 
gefertigten Zeichnung des Kreisbogenstücks AB = Yggo eines 
Kreises geläufig ist. Nicht so der Winkelgrad, d. h. die 

Winkeleinheit oder der spitze Winkel ÄOB als Begrenzungs- 
element eines Kreisausschnitts, zu welchem jener Bogengrad 
gehört und von denen 360 nebeneinander gelegt den ganzen 
Raum um den Winkelscheitel oder um den Kreismittelpunkt 
ausfüllen. (Vgl. die Fufsnote aus Bürklen.) Dieser Winkel- 
grad als Winkeleinheit aufgefafst ist deshalb dem Schüler 
nicht geläufig, weil er ihm im Unterricht nicht fest eingeprägt 
wird. Dies wäre aber um so notwendiger, als diese Winkel- 
form bei ihrer Kleinheit weit schwieriger in der Vorstellung 
haftet, als die Form eines Bogens.'^ 

Hofimann spricht sich dann dagegen aus, dafs der Bogen 
als Mafs des Winkels bezeichnet werde. „So verschiedene Ge- 
bilde lassen sich doch nicht durcheinander messen! Man 
kann Gebilde doch nur durch gleichartige messen, also: 
Winkel durch Winkel, Bogen durch Bogen, Gerade durch Ge- 
rade, Fläche durch Fläche u. s. w. Insofern haben diejenigen 
recht, welche den Ausdruck „der Winkel wird durch den 
Bogen gemessen" verurteilen."^) 

„Man könnte etwa sagen: dem Winkel entspricht der 
zugehörige Bogen, der Winkeleinheit die Bogeneinheit, d. i. 
dem Winkelgrad der Bogengrad." 

Hoffmann klagt dann darüber, dafs das Zeichen ^ für 
beide Formen, für Winkel- und Bogengrad gebraucht 



*) Vergl. Bürklen (1. c.).p. 12: „Jede Gröfse kann nur dorch eine 
gleichartige gemessen werden, der Winkel nur darch einen Winkel.^* 

„Dem Vielfachen eines Winkels entspricht das Gleichvielfache des 
zagehörigen Bogens und zu einem Bogen von bestimmtem Halbmesser 
gehört immer ein bestimmter Winkel. Es ist deshalb der Bogen ein 
Mittel, um Winkel zu vergleichen und zu messen. Es sollte aber die 
Bede weise unterlassen werden, dafs der Bogen ein Mafs des Winkels 
sei ... ., so ist auch der Bogen nur Mittel zur Messung, aber nicht 
selbst Mafs des Winkels — Unterschied zwischen Winkel- und Bogen- 
grad — ." 
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wird. Hierbei kommt er auf die Verschiedenheit der Winkel- 
definitionen zu sprechen und die daraus resultierende Ver- 
wirrung über den Begriff „Grad" wofür er aus einer Reihe 
von Lehrbüchern Belege anführt. Bei der von uns vorge- 
schlagenen Winkeldefinition würde Winkelgrad einfach den 
360sten Teil einer vollen Drehung bezeichnen resp. ihm ent- 
sprechen, womit u. A. nach jede Unklarheit vermieden wird. 

Zur Vermeidung von Irrtümern schlägt Hoff mann vor, 
für den Winkelgrad das Wort „Off" einzuführen. So wert- 
voll die vorliegende Behandlung der Frage und die Anregung 
Hoffmanns ist, so glauben wir doch kaum, dafs er mit 
diesem Vorschlage besondres Glück haben wird. 

Was wir fär nötig halten zu betonen ist das, dafs der 
Winkelgrad eine ganz bestimmte Gröfse ist, die ein- für allemal 
denselben Wert hat, während der Bogengrad mit dem Radius 
des Kreises sich ändert. Darin liegt der wesentliche Unter- 
schied zwischen diesen beiden Begriffen, und dies kann man 
auch schon dem Anfänger klar .machen. Wenn er sich aber 
darüber klar ist, so wird auch keine Verwechslung mehr mög- 
lich sein und jede Verwirrung ist aus der Welt geschafft. 

Der Zusammenhang des Winkels mit dem Kreis mufis, 
wenn man in der Behandlung der Winkellehre so weit fort- 
geschritten ist, gründlich erörtert werden. Die gemeinsame 
Entstehung beider Gebilde durch Drehung liefert uns das 
Gemeinsame, die Veränderlichkeit des Bogengrades mit dem 
Radius des Kreises und die stetige Gröfse des Winkelgrades 
als des 360sten Teiles einer vollen Drehung liefert uns das 
trennende, das unterscheidende Merkmal. Beides mufs zur 
klaren Darstellung des Verhältnisses zwischen diesen beiden 
Begriffen kräftig betont und anschaulich dargestellt werden. 
Hier ist es besonders zu empfehlen, einen Winkel im Zu- 
sammenhang mit mehreren konzentrischen Kreisen zeichnen 
zu lassen, um so zu einer richtigen Erkenntnis der Beziehungen 
zu gelangen. 

Noch eine Frage gilt es nun bei der Betrachtung eines 
Winkels zu erörtern, nämlich die, ob schon eine Konstruktions- 
aufgabe hier anzuknüpfen möglich ist. Praktisch läfst sich 
diese Frage bejahen, wenn man den Transporteur schon in 
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Gebraucb genommen hat; streng wissenscbaftlich allerdings 
kann die Eonstraktion eines Winkels, der einem gegebenen 
gleicb ist, erat auf die Behandlung der Kongruenzsätze folgen, 
nachdem die Aufgabe gelöst ist, aus drei gegebenen Strecken 
ein (das) Dreieck zu konstruieren. Aber gerade dieser Übel- 
stand lässt die Frage in den Vordergrund treten, ob nicht 
schon hier die Eindeutigkeit der Konstruktion eines Dreiecks 
aus den drei Seiten erörtert werden könnte, an die sich dann 
die Konstruktion eines einem gegebenen Winkel gleichen 
Winkels als direkte Anwendung ausschlielsen würde. Die 
Beantwortung dieser Frage möchte ich vorläufig noch offen 
lassen. 

Hiermit dürfte die Behandlung der Lehre von einem 
Winkel erschöpft sein, und wir können nun zur Betrachtung 
zweier Winkel in ihren gegenseitigen Beziehungen übergeheo. 

§ 2. Zwei Winkel (Winkelpaare). 

A. An einem Scheitel. 

Da durch unsre Disposition schon eine bestimmte Vor- 
aussetzung, nämlich über die Lage der beiden Winkel, ge- 
macht ist, so kann es sich bei den folgenden Untersuchungen 
nur noch um Gröfsenbeziehungen handeln. Hier ist sofort 
die merkwürdige Thatsache zu konstatieren, dafs nur eine 
Gröfsenbeziehung in Betracht gezogen worden ist. Weder 
Winkel, die sich — bei der vorausgesetzten Lage — zu einem^) 
Richtwinkel ergänzen, noch solche, die gemeinsam einen Voll- 
winkel bilden, haben besondre Beachtung gefunden und einen 
besondren Namen erhalten. Dafs man für das Winkelpaar, 
das sich zu einem Flach winkel, ergänzt, einen eigenen Namen 
aufgestellt, mag hauptsächlich seinen Grund in der Wichtig- 
keit des Flachwinkels bei der Dreieckslehre haben, obwohl es 
sich auch da weniger um das vorliegende Winkelpaar handelt 
als um die später zu erörternden Supplementwinkel. 

Hat man zwei Winkel an einem Scheitel, die sich zu 
einem Flachwinkel ergänzen, so führen sie den Namen „Neben- 



^) Hier ist es selbstverständlich gestattet, den unbestimmten Ar- 
tikel zu gebrauchen (analog wie man auch von einer Geraden spricht). — 
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Winkel". Es ist also von vornherein zu betonen, dafs wir 
bei diesen Winkeln auf Lage und Gröfse zu achten haben 
und dafs sie nur paarweis zu denken sind.^) Es lassen sich 
nun gleich eine grofse Reihe von ^Übungen an die Erklärung 
anknüpfen. Diese Übungen zerfallen in zwei völlig getrennte 
Klassen, in zeichnerische und rechnerische. Dabei bietet sich 
zugleich willkommene Gelegenheit, die Benennungen der Einzel- 
winkel gehörig zu wiederholen. Man wähle alle möglichen 
Winkel, Spitz winkel, Richtwinkel, Stumpfwinkel und lasse 
dazu die Nebenwinkel zeichnen und sie klassifizieren. Dabei 
tritt dann sofort in Evidenz, dafs die Zeichnung des Neben- 
winkels auf doppelte Art möglich ist, je nachdem man den 
einen oder den andern Schenkel über den Scheitel hinaus ver- 
längert. Dafs diese beiden möglichen Nebenwinkel eines 
Gegenwinkels einander gleich sind, geht aus der Natur der 
Zeichnung und Erklärung hervor. Noch intensiver aber prägt 
sich dies ein, wenn man nach den Zeichenübungen — denn 
ich halte es für besser, erst diese anzustellen — zu Rechen- 
übungen übergeht. Es wird ein Winkel gegeben — auch hier 
wieder von allen möglichen Klassen — und die Aufgabe ge- 
stellt, den Nebenwinkel zu berechnen. So wird es auch klar, 
dafs man von dem Nebenwinkel eines Winkels spricht, was 
bei der Möglichkeit der zweifachen Zeichnung dem Schüler 
vielleicht als merkwürdig auffällt. Von besonderm Interesse 
ist natürlich der Fall, wo die beiden Nebenwinkel einander 
gleich sind, also jeder ein Richtwinkel ist. Auf diesen Fall 



^) Wenn wir also Sätze als Lehrsätze finden, wie „die Summe 
zweier Nebenwinkel beträgt 2i?", so ist das geradezu ein Nonsens. 
Nicht ein solcher Satz resultiert aus den Betrachtungen, sondern die 
Definition geht — abgesehen von der Lage -^ von dem Gesichtspunkte 
aus, dafs solche Winkel, welche mit gemeinsamem Scheitel und Schenkel 
zwei Rechte — oder wie wir lieber sagen, einen Fl ach winkel bilden — 
Nebenwinkel heifsen. Diese inkonsequente Auffassung des eigentlichen 
Thatbestandes führt zu Weitläufigkeiten und überflüssigen Sätzen, deren 
Aufstellung vermieden würde, wenn man sich über das Wesentliche 
vollständig klar wäre. Dafs die Summe zweier Nebenwinkel einen 
Flach winkel beträgt, ist nicht eine Eigenschaft der Nebenwinkel, son- 
dern eins der beiden wesentlichen Momente der Definition. 
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mufs deshalb, und weil er auch sonst Yon Wichtigkeit ist^ 
mit besonderer Gründlichkeit eingegangen werden. 

Schon dadurch; dafs man die in der Zeichnung mogliclien 
beiden Nebenwinkel konstruiert hat; ist man zu einem neuen 
Gebilde gekommen — für das ein früherer Schriftsteller den 
Namen ;,Ereuz^' vorgeschlagen hat — , an dem man nun die 
Beziehungen des durch die beiden Verlängerungen entstandnen 
Winkels mit dem ursprünglichen in Betracht ziehen mufs. 
Dafs dies Gebilde mit zwei sich schneidenden Geraden identisch 
ist, wird jedem Schüler von selbst klar sein; dennoch dürfte 
es nicht überflüssig sein, besonders darauf hinzuweisen. Der 
Name des neuen Winkelpaares ^^Scheitelwinkel'' mufs natür- 
lich mitgeteilt werden. ^) Die Beziehungen des Scheitelwinkels 
zum gegebenen Winkel aber — sowohl der Gröfse wie der 
Lage nach — mufs der Schüler selbst finden. Ich bemerke 
übrigens ausdrücklich , dafs es mir ganz wunderbar erscheint, 
dafs kein Lehrbuch für die Gleichheit der Scheitelwinkel einen 
andern Beweis zu erbringen weifs, als mit Hülfe der Neben- 
winkel. Und doch ist, wenn man unsere Winkeldefinition zu 
Grimde legt, kein einfacherer, natürlicherer Beweis denkbar 
als der folgende. Man lasse die eine Gerade sich um ihren 
Scheitelpunkt drehen. Sowie sie dann mit der andern noch 
einen zweiten Punkt gemeinsam hat, fallt sie mit dieser völlig 
zusammen. Die beiden Scheitelwinkel erfordern also dieselbe 
Drehung — resp. entstehen durch dieselbe Drehung — , so 
dafs sie nach unserer Erklärung eo ipso auch als gleich 
erkannt werden. Soweit ich mich erinnere, habe ich diesen 
höchst einfach'^n, anschaulich evidenten Beweis für die Gleich- 
heit der Scheitelwinkel nirgends gefunden. 

Auch jetzt müssen wieder Zeichen- und Rechenübungen 



^) Bei den ScheitelwiDkeln Hegt die Sache ganz anders wie bei 
den Nebenwinkeln. Hier ist nur Yoranssetznng die besondre Lage, der 
Satz über die Gröfsenbeziehnng zwischen den Elementen eines Scheitel- 
winkelpaares ergiebt sich als eine Eigenschaft, ist nictit konstituieren- 
des Moment. Für diese Eigenschaft mnfs also ein Beweis geliefert 
werden. Die Verwechslung der konstituierenden Eigenschaften und 
den Folgeeigenschaften ist leider eine sehr verbreitete und trägt die 
gröfste Schuld an Unklarheiten über geometrische Begriffe. 
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angestellt werden, die dann Sätze liefern, wie die folgenden: 
„Gleiche Winkel haben gleiche Nebenwinkel" „Gleiche Winkel 
haben gleiche Scheitelwinkel" und deren ümkehrungen. Ich 
halte es für wichtig, schon bei diesen einfachen Sätzen auf 
die ümkehrungen zu achten, deren Bedeutung für die Aus- 
bildung des folgerichtigen Denkens mir noch nicht hinreichend 
gewürdigt zu sein scheint. Meistens wird aber auf Um- 
kehrungen erst bei schwierigeren Sätzen eingegangen, wo die 
wesentliche Beziehung, die Vertauschung von Voraussetzung 
und Folge, durch Schwierigkeiten andrer Art verdeckt oder 
wenigstens in den Hintergrund geschoben wird. Stellt man 
dagegen derartige Übungen schon bei den einfachsten Sätzen 
an, so wird der Schüler über das Wesen der ümkehrung 
völlige Klarheit erlangen und ein richtiges urteil über die 
Möglichkeit von ümkehrungen und über ihre Gültigkeit ge- 
winnen, was ihm dann später zu grofsem Vorteil gereichen 
wird. Ich halte, wie gesagt, gerade die XJbungen im umkehren 
für aufserordentlich wichtig zur Ausbildung eines folgerichtigen 
Denkens und ürteilens. 

Dafs die beiden — konstruktiv möglichen — Nebenwinkel 
eines Winkels ihrerseits wieder ein Paar Scheitelwinkel bilden, 
darf natürlich nicht unerwähnt bleiben. 

Hiermit ist die Betrachtung von Winkelpaaren an einem 
Scheitelpunkt erledigt: wir haben gesehen, dafs sich schon 
reiches Material zu Übungen bietet und dafs schon bei diesen 
einfachen Gebilden Gelegenheit zur Entwicklung von Sätzen 
und zur Ausbildung des Anschauungs- und Urteilsvermögens 
ist. Gerade auch der Zusammenhang zwischen Zeichnen und 
Rechnen, der hier hervortritt, hat wesentliche Bedeutung. 

Noch eins gilt es hier zu erörtern, das ist die Addition 
und Subtraktion von Winkeln. Rechnerisch hat das ja gar 
keine Schwierigkeiten, zeichnerisch mufs aber wohl der Lehrer 
den richtigen Weg erst finden lassen. Wie bei der Addition 
von Strecken darauf zu achten ist, dafs die Strecken einen 
gemeinsamen Punkt haben, so auch hier die Winkel; aber 
damit ist es nicht genug, die beiden Winkel müssen aufser 
dem gemeinsamen Scheitel auch einen Schenkel gemeinsam 
haben. Wie die Strecken müssen sie in einer Ebene liegen, 

Schotten, der plaDÜnetr. Unterricht. IL 23 
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bei der Addition nebeneinander, bei der Subtraktion auf- 
einander. Hier zeigt sich, dafs es gut ist, wenn man den 
Schüler mit dem Begriife der negativen Winkel verschont 
hat. Denn derartige Beziehungen würden ihn nur irre macheo. 
Wir betrachten eben den Winkel als ein vollendetes Gebilde 
in diesen Fällen ohne Bücksicht auf die Bewegung, aus der 
er hervorgegangen.^) 

Die hier angedeuteten Übungen im Addieren und Sub- 
trahieren von Winkeln müssen in ausreichendem Malse ange- 
stellt werden, um den Schüler völlig vertraut mit dieser Sache 
zu machen. Ihr Zusammenhang mit den Übungen bei Neben- 
winkeln und Scheitelwinkeln ist übrigens gehörig zu betonen. 

Wir gehen nun über zu 

b. An zwei Scheiteln. 

Bei der Betrachtung der Winkel an zwei Scheiteln müssen 
wir nun unterscheiden die Berücksichtigung der Lage und der 
Gröfse. Wir wollen zunächst nur die Gröfse in Betracht 
ziehen. Es handelt sich dann um folgende Arten von Winkeln: 
„Komplementwinkel" und „Supplementwinkel"; ferner 
gehört hierher die Vergleichung zweier Winkel hinsichtlich 
ihrer Gröfse. Kommt dann die Berücksichtigung der Lage in 
Betracht, so bieten sich der Betrachtung dar die gleichliegen- 
den, halbgleichliegenden und ungleichliegenden an den Schnitt- 
punkten zweier Geraden mit einer Transversalen. 

Der erste Begriff aber, den wir hier zu erörtern haben, 
ist derjenige der „Komplementwinkel". Man versteht 
darunter zwei Winkel, welche ohne jegliche Rücksicht auf 
ihre Lage genommen gleich dem Richtwinkel sind. Nur aaf 
die Gröfse der Winkel kommt es an. Es ist merkwürdig, 
dafs wir für den Fall, dafs auch die Lage mit gemeinsamem 
Scheitel und Schenkel in Betracht kommt, hier keinen be- 
sondren Namen haben. Ich habe weiter oben schon auf den 



^) Ich will übrigens nicht unerwähnt lassen, dafs noch weitere 
Betrachtungen möglich sind, aus denen z. B. Sätze gewonnen werden 
wie: „Die Halbierungslinien eines Neben winkelpaares bilden einen 
Richtwinkel." „Die Halbierungslinien eines Scheitelwinkelpaares bilden 
eine Gerade." 
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vermutlichen Grund hingewiesen. Die besondre Lage am 
gemeinsamen Seheitel gilt aber hier nur als ein unwichtiger 
Spezialfall. Es wird sich empfehlen, bei der Erörterung der 
Winkelbeziehungen hierauf mit Nachdruck aufmerksam zu 
machen. 

Als zweiter neuer Begriff ist derjenige der ,, Supplement- 
winkel" zu erörtern. Winkel, deren Summe gleich einem 
Flachwinkel ist, führen diesen Namen. Nebenwinkel sind also 
eine besondre Art von Supplementwinkeln. Doch ist hier, 
ebenso wie bei den Komplementwinkeln, hervorzuhleben, dafs 
die Zahl der Winkel ganz unwesentlich ist: es können so 
viele sein, wie sie wollen, wenn nur ihre Summe den Flach- 
winkel beträgt, so heifsen sie Supplementwinkel, wie dort, wo 
ihre Summe gleich dem Rieht winkel ist^ der Name Kom- 
plementwinkel üblich ist. Auch dieser Punkt ist als wesent- 
lich besonders zu betonen, schon deshalb, weil wir gleich bei 
der Winkelsumme im Dreieck mehr als zwei Winkel als kon- 
stituierende Elemente des Flach winkeis haben. Überhaupt ist 
es auffallend, dafs zwar alle Lehrbücher die Erklärung des 
Begriffes Supplementwinkel bringen, im weiteren Verlauf der 
Darstellung aber gar keinen Gebrauch davon machen. Viel- 
leicht ist der Grund hierfür darin zu suchen, dafs nicht ge- 
nügend in Berücksichtigung gezogen wird, dafs es bei diesem 
Begriffe auf die Anzahl der Winkel gar nicht ankommt. 

Die Einübung der beiden Begriffe, das wirkliche Ver- 
ständnis für ihr Wesen wird auch hier am besten mit Hülfe 
des Transporteurs geschehen. Reichliche Übungen müssen 
den Schüler mit den beiden neuen Begriffen vertraut machen 
und die geschickte Wahl geeigneter Beispiele wird dem Lehrer 
besonders angelegen sein müssen. 

Wir kommen nun zur Vergleichung zweier auseinander 
liegender Winkel hinsichtlich ihrer Gröfse. Zum erstenmal 
tritt die Forderung an uns heran, zwei Gebilde mit einander 
zu vergleichen, bei denen die Sache komplizierter liegt, wie 
bei der Vergleichung zweier Strecken. Das Hauptmoment 
aller Vergleichung tritt in den Vordergrund, nämlich die Vor- 
aussetzung resp. die Annahipe, dafs wir ein Gebilde bewegen 

als Ganzes, so dafs es durch die Bewegung keinerlei Ver- 

2a* 
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änderung als solches oder in seinen wesentlichen Bestandteilen 
erleidet. Die Annahme, dafs eine solche Veränderung über- 
haupt möglich ist, wenn wir bestimmte konstituierende Ele- 
mente des Gebildes als unveränderlich voraussetzen , scheint 
mir das eigentliche Wesen der Kongruenzlehre zu bilden. 
Nicht erst das Aufeinanderlegen, nein, diese Voraussetzung 
bildet das charakteristische Merkmal der sogenannten Kon- 
gruenz. Ich werde darauf noch später eingehend zurück- 
kommen. N.ehmen wir also an, dafs wir einen Winkel bewegen 
können, ohne dafs er dabei eine Veränderung seiner Grofse 
erleidet, so ist es uns möglich, Winkel hinsichtlich ihrer 
Gröfse miteinander zu vergleichen, auch wenn sie uns nicht 
als benannte Zahlen, sondern zeichnerisch gegeben sind. Den 
Ausgangspunkt dieser Betrachtungen muTs der Fall geben, 
dafs uns Aussagen über die Gröfse der Winkel vorliegen. 
Hier sind nun wieder drei Fälle möglich: 

A A 

1) A> H 

A A 

2) A = B 

A A 

3) Ä < B. 

Diese Anordnung scheint mir, wie auch bei den Strecken, 
die richtige zu sein. Der zweite Fall mufs als ein ganz spe- 
zieller, als ein Grenzfall in gewissem Sinne, in den Rahmen 
der ganzen Anordnung sich einfügen. Auf keinen Fall dürfen 
wir von ihm ausgehen, wofür ich den Grund schon gelegent- 
lich der Streckenvergleichung angeführt habe. 

Bringen wir nun zwei Winkel mit Scheitelpunkten und 
einem Schenkelpaar zur Drehung, so wissen wir schon aus 
den Übungen beim Addieren und Subtrahieren zweier Winkel, 
dafs noch zwei Lagen möglich sind: nämlich so, dafs die 
Winkel nebeneinander und aufeinander liegen. Für nnsere 
vorliegende Betrachtung kommt nur der letztere zur Berück- 
sichtigung. Legen wir demgemäfs in der beschriebenen Weise 
den gröfseren Winkel auf den kleineren, so überragt er den 
kleineren um einen Winkel, oder wie wir uns auch ausdrücken 
können, der zweite Schenkel (die Benutzung der Worte „An- 
fangsschenkel'' und „Endschenkel" würde vielleicht wegen der 
Analogie mit dem „Anfangspunkt" und „Endpunkt" einer 
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Strecke zu empfehlen sein) liegt auTserhalb des kleinereD 
Winkels. Im zweiten Fall wird auch das zweite Schenkelpaar 
sich decken, im dritten liegt der Endschenkel des zweiten 
Winkels zwischen den Schenkeln des ersten. Von diesen drei 
Fällen ist natürlich der wichtigste der zweite, wo die beiden 
gleichen Winkel sich völlig decken, mit Scheiteln und Schen- 
keln aufeinander fallen. 

Die folgerichtigen Umkehrungen fuhren uns dann weiter 
dazu^ aus der Art des Aufeinanderliegens auf die Grofsen-' 
beziehungen der beiden Winkel Schlüsse ziehen zu können. 
Vor allen Dingen wichtig ist wiederum die Umkehrung des 
zweiten Falles, die uns lehrt, dafs Winkel, die sich in d^ an- 
gegebenen Weise decken, gleich sind. 

Die hier angestellten Betrachtungen im Verein mit den 
analogen bei der Strecke (vgl. Kap. I, § 3) geben uns das 
nötige Material an die Hand, Figuren überhaupt durch Auf- 
einanderlegen miteinander zu vergleichen. So lange also, wie 
die Eongruenzsätze eine hervorragende Bolle in der Elementar- 
planimetrie spielen, werden die gewonnenen Resultate als 
eigentliche notwendige und ausreichende Hülfssätze — in 
Verbindung mit ihren Umkehrungen — für die Kongruenz- 
lehre gelten dürfen.^) Dafs das eigentliche Wesen der Kon- 
gruenz, meiner Ansicht nach, darin liegt, dafs wir die An- 
nahme machen, Figuren ohne Veränderung bewegen zu können, 
sobald wir gewisse konstituierende Elemente als unverändert 
annehmen, will ich auch an dieser .Stelle noch einmal aus- 
drücklich hervorheben. Eine genaue Untersuchung und Dar- 
stellung über diesen Punkt wird auch das Kapitel „Geometrische 
Hülfsbegriffe'^, das ich mir für den nächsten Band vorbehalten 
mufs, bringen. 

Doch läfst sich die vorliegende Untersuchung nicht ab- 



^) Es ist von Wichtigkeit, gleich hier am Anfang auf die Bedeu- 
tung der Hülfssätze „Gleiche Strecken etc " und „Gleiche Winkel 

etc " aufmerksam zu machen und ihren wesentlichen unterschied 

zu beleuchten. Ich will das hier nur kurz andeuten, indem ich darauf 
hinweise, das Zusammenfallen von Punkten ist die Folge von gleichen 
Strecken, das Zusammenfallen von Geraden hat seinen Grund in Gleich- 
heit von Winkeln. 
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schliefsen, ohne dafs wir noch — vorgreifender Weise — die 
drei Begriffe Ähnlichkeit, Gleichheit , Kongruenz in Hinsicht 
auf Strecken und Winkel etwas naher betrachten. 

So wenig die Strecken hinsichtlich ihrer Gestalt irgend 
ein unterscheidendes Merkmal darbieten — denn sie sind Teile 
der qualitativ eindeutigen Geraden — , so sehr kann man bei 
der Betrachtung der Winkel über diesen Punkt im Zweifel 
sein. Dem natürlichen anschaulichen Denken wird beispiels- 
weise ein Spitzwinkel und der Richtwinkel oder Flachwinkel 
durchaus nicht gleichgestaltig erscheinen: und doch handelt 
es sich hier um etwas ganz anderes, als was wir sonst unter 
vers(;hiedener Gestalt verstehen. Die Gestalt des Winkels ist 
nämlich allein abhängig von seiner Gröfse, nichts anderes 
mengt sich ein. Wenn vdr daher von ähnlichen Winkeln 
sprechen wollten, so könnte darunter nichts anderes verstanden 
werden, als gleiche Winkel. Ähnlichkeit und Gleichheit sind 
hier identisch. Und da die Kongruenz zweier Gebilde von 
der Gestalt und der Gröfse abhängt, so ist ferner keine andere 
Auffassung möglich, als dafs ähnliche Winkel kongruent sind 
(unter Kongruenz die Möglichkeit des völligen Aufeinander- 
legens zu verstehen). In der That tritt infolgedessen beim 
Winkel, ebenso wie bei der Strecke — wo dieselben Verhält- 
nisse vorliegen — der Begriff der Ähnlichkeit völlig in den 
Hintergrund: und der Begriff der Gleichheit deckt sich voll- 
ständig mit dem der Kongruenz. 

Bürklen äufsert sich zu dieser Frage in seiner öfters 
zitirten Schrift p. 5 so: „Die Gröfse ist freilich diejenige Seite 
am Winkel, auf die man am meisten zu sehen hat; aber so 
wenig die Gröfsenmessung die alleinige Aufgabe der Geometrie 
bedeutet, so wenig ist das Wesen eines Gebildes ausschliefs- 
lieh an seine Gröfse gebunden/^ Hierzu mufs ich schon hier 
bemerken, dafs es in der Geometrie eben Gebilde giebt, bei 
denen dies doch zutrifft, nämlich Strecke und Winkel. Er 
fährt dann fort: „Auch wird bei den Definitionen andrer Ge- 
bilde, z. B. des Dreiecks, Dreikants, nirgends die Gröfse mit 
in die Definition gezogen, obwohl z. B. dem Dreikant ebenso 
eine Gröfse zukommt wie dem Winkel, deren MaXszahl sich 
auch, und zwar völlig unabhängig vom sphärischen Dreieck, 
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gewinnen läfst (Maek, Die Lehre vom Dreikant 1868). Dies 
ist nicht zufallig oder willkürlich. Beim Dreieck oder Drei- 
kant ist bei gleicher öröfse eine verschiedene Gestalt mög- 
lich; die gleiche Gestalt des Dreiecks läfst noch die Fälle der 
Kongruenz und Ähnlichkeit auseinander halten, weil bei gleicher 
Gestalt noch verschiedener Inhalt möglich; beim Dreikant 
kann Kongruenz von Ähnlichkeit nicht mehr unterschieden 
werden, weil bei gleicher Gestalt immer auch der Inhalt 
gleich; beim Winkel ist bei gleicher Gröfse keine verschiedene 
Gestalt möglich und es kann Kongruenz von Ähnlichkeit nicht 
mehr unterschieden werden, es ist bei gleicher Gestalt immer 
auch gleiche Gröfse vorhanden." 

„Gröfse und Gestalt bedingen sich also, mit Ausnahme 
des Winkels, nicht gegenseitig und eindeutig." 

Die vorliegenden Beobachtungen mögen genügen, um auf 
die Sonderstellung des Winkels (Strecke) hinsichtlich der Be- 
griffe Ähnlichkeit, Gleichheit, Kongruenz aufmerksam gemacht 
zu haben. Im Unterricht darf es jedenfalls nicht versäumt 
werden, derartige Betrachtungen anzustellen, wenn auch auf 
dieser Stufe nicht der mathematische Begriff der Ähnlichkeit, 
sondern nur der des gewöhnlichen Lebens zur Grundlage ge- 
nommen werden kann. 

Auch an diesen Abschnitt Übungen mit dem Transporteur 
anzuschliessen, möchte ich als vorteilhaft empfehlen, ebenso 
wie bei der Addition und Subtraktion von Winkeln. 

Bis hierher nahmen unsere Betrachtungen zweier Winkel 
an verschiedenen Scheiteln nur Bezug auf die Gröfse. Ich 
gehe nun über zu demjenigen Teil dieses Abschnittes, der auch 
die Lage zum Gegenstand der Erörterung macht. Den Aus- 
gangspunkt und die Gnmdlage für diese Betrachtungen bildet 
das durch drei Gerade dargestellte Gebilde, an dem wir 
vorläufig nur die zwei Schnittpunkte, die eine der Geraden mit 
den beiden andern bildet, in Erwägung ziehen. 

Betrachten wir das Gebilde, so bieten sich acht Winkel 
zur Untersuchung dar, an jedem Scheitel vier. Wie wir die 
an einem Scheitel liegenden Winkel paarweise zusammen- 
fassen, ist schon erörtert, doch gilt es noch eins nachzutragen, 
nämlich die Erörterung, wie viele Nebenwinkelpaare an einem 



— 360 - 

Scheitel liegen und ebenso wie viele Paare Scheitelwinkel. 
Es ist diese Untersuchung wegen der folgenden Betrachtungen 
von Wichtigkeit. Es leuchtet nun ohne weiteres ein, dats 
vier Nebenwinkelpaare und zwei Scheitelwinkelpaare an jedem 
Scheitel unterschieden werden können. Das sind die Bezie- 
hungen zwischen den Winkeln an einem Scheitelpunkt Gehen 
wir nun über zu der Betrachtung der Winkelpaare, die an 
verschiedenen Scheiteln liegen, so kann jeder Winkel des einen 
Scheitels mit jedem Winkel des andern kombiniert werden; 
so ergeben sich 16 Winkelpaare. Als Typus genügt es, einen 
Winkel des einen Scheitels mit den vier Winkeln des andern 
Scheitels zu kombinieren. Als charakterisierendes Merkmal 
bestimmen wir die Lage gegen die Geraden, die wir der be- 
quemeren Darstellung halber so unterscheiden wollen, dafs 
wir zwei der drei Geraden als geschnittene ansehen, die dritte 
als die Schneidende (Transversale). Die erste Klasse von 
Winkelpaaren umfafst dann diejenigen, welche an den ver- 
schiedenen Scheiteln gleiche Lage haben sowohl gegen die 
Oeschnittnen, wie gegen die Schneidenden. Ich schlage dafür 
vor, den Namen gleichliegende Winkel zu gebrauchen, da 
uns so der Name gleich den wahren Zusammenhang zwischen 
den Elementen des Winkelpaares lehrt. Die zweite und dritte 
Klasse der Winkelpaare werden gebildet von Winkelpaaren, 
deren Elemente in Bezug auf die eine Art der Geraden gleich 
liegen, in Bezug auf die andre ungleich« Also gleich gegen 
die Schneidende, aber ungleich gegen die Geschnittenen, oder 
ungleich gegen die Schneidende, aber gleich gegen die Ge- 
schnittenen. Diese Winkelpaare dürften passend den Namen 
halbgleichliegende erhalten. Die vierte Klasse wird dann ge- 
bildet von den Winkelpaaren, deren Elemente sowohl gegen 
die Schneidende, wie gegen die Geschnittenen ungleich liegen 
und daher Ungleichliegende genannt werden mögen. Bisher 
hatte sich eine sichere Bezeichnung dieser Winkelpaare eigent- 
lich nur für die letzte Klasse ausgebildet, sie hiefsen allge- 
mein Wechselwinkel. Bei den andern aber variierte die Be- 
zeichnung gar mannigfaltig, ja für die dritte Klasse war ein 
besonderer Name gar nicht eingeführt, sie wurde überhaupt 
fast durchgängig mit Stillschweigen übergangen. Ich werde 
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weiter unten^ auf verschiedene hierhergehörige Arbeiten in 
Hoffmanns Zeitselirift zurückkommen. Zu jeder der vier Klassen 
gehören vier Winkelpaare, da wir jeden Winkel mit den vier 
Winkeln am andern Scheitel kombinieren können, wie ich 
schon oben bemerkte. Wir haben also 16 Winkelpaare, die 
nun in folgendem Zusammenhang stehen. Nehmen wir von 
irgend einem Paar eine gewisse Voraussetzung an, so resul- 
tieren für die übrigen 15 auch ganz bestimmte Beziehungen. 

Setzen wir z. B. voraus, dafs die Elemente eines gleich- 
liegenden Winkelpaares gleich sind, so folgt, dafs dies für alle 
gleichliegenden gilt, ebenso für die ungleichliegenden, während 
die Elemente der halbgleichliegenden Winkelpaare Supplement- 
winkel sind. Dieser letztere Umstand hatte dazu geführt, der 
zweiten Klasse den Namen „Ergänzungswinkel*^ zu geben, 
was ich deshalb nicht für richtig halte, da dieser Name von 
einer aus einer bestimmten Voraussetzung resultierenden Eigen- 
schaft hergenommen ist; ferner bildet die Rücksicht auf die 
Gröfse den Grund der Benennung, während doch das eigent- 
lich Wesentliche die Lage ist. Der gröfseren Deutlichkeit 
halber will ich die Beziehungen zwischen den Winkelpaaren 
noch in einem ausführlicheren Schema darstellen. 

Dies dürfte folgende Form haben: 

Werden zwei Geraden von einer dritten geschnitten und 
es sind: 

1) zwei gleichliegende gleich, 

so sind a) je zwei gleichliegende gleich^), 

b) je zwei halbgleichliegende supplementär, 

c) je zwei ungleich liegende gleich; 

2) zwei halbgleichliegende supplementär, 
so sind a) je zwei gleichliegende gleich, 

b) je zwei halbgleichliegende supplementär, 

c) je zwei ungleichliegende gleich; 

3) zwei ungleichliegende gleich, 

so sind a) je zwei gleichliegende gleich, 

b) je zwei halbgleichliegende supplementär, 

c) je zwei ungleichliegende gleich. 

^) Die gewöhnliche Form dieses Satzes, ,,8o sind alle gleichliegen- 
den Winkel gleich" scheint mir entschieden falsch zu sein. 
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Die Beweise für diese Sätze beruhen auf den Sätzen Gber 
Nebenwinkel und Scheitelwinkel , sowie auf den beiden oben ge- 
fundenen Sätzen ^^Gieiche Winkel haben gleiche Nebenwinkel" 
und ;, Gleiche Winkel haben gleiche Scheitelwinkel", wozu 
weiter der Grundsatz kommt „Sind zwei Gröfsen einer dritten 
gleich, so sind sie untereinander gleich."^) Ein näheres Ein- 
gehen auf die Beweise kann ich mir ersparen, nur das mufs 
erwähnt werden, dafs man darüber im Zweifel sein kann, ob 
man alle Sätze auf die eine Voraussetzung zurückführt, oder 
ob man die schon gewonnenen Resultate benutzt und auf 
ihnen weiter baut Hat man Zeit, so ist das erstere Ver- 
fahren als das gründlichere vorzuziehen, weil es zugleich reich- 
liche Gelegenheit giebt, das von den Neben- und Scheitel- 
winkeln Gelernte anzuwenden und im Gedächtnis zu befestigen. 
Immerhin ist aber nicht zu verkennen, dafs die Beweise da- 
durch weitläufiger werden. Es mufs auch auf der andern 
Seite zugestanden werden, dafs weder wissenschaftlich noch 
methodisch irgend ein Bedenken vorliegt, gewonnene Eesul- 
tate zum Ausgangspunkt für die Auffindung neuer Wahrheiten 
zu machen. Vielleicht wird es sich empfehlen, mit den bei- 
den Verfahren beim ersten Durchnehmen und bei der Wieder- 
holung abzuwechseln. Wie man aber auch vorgeht, jedenfalls 
ist daran festzuhalten, dafs man die Beziehungen zwischen 
den Winkelpaaren durch besonders reichliche Übungen zu 
vollkommner Klarheit bringen mufs und dafür zu sorgen hat, 
dafs die Schüler die Wahrheiten und ihre Beweise völlig zu 
ihrem geistigen Eigentume machen. Auch hier dürften sich 
wieder Übungen mit dem Transporteur anschliefsen. Hat man 
nicht schon früher darauf« hingewiesen, so mufs jedenfalls 
jetzt die wichtige Wahrheit gelehrt werden, dafs diese prak- 
tischen Übungen nicht etwa eine Kontrolle für die Richtigkeit 
der Sätze abgeben sollen, sondern dafs umgekehrt unsere Be- 
obachtungen am Transporteur durch die als wahr erkannten 
Sätze kontrolliert werden. So lernt der Schüler auch, Wert 



^) Die Beweise sind natarlich auch in arithmetischer Form einzu- 
üben. Hierbei ist ganz besonders auf eine korrekte Darstellung zu 
halten. — Man vergl. A. Sickenberger, Mathematische Orthographie. 
— H. Z. IV. p. 379—391. 
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auf genaue Beobachtung zu legen, und lernt femer. dafs alle 
unsere Beobachtungen (sinnlichen Wahrnehmungen) von vielen 
Zufälligkeiten abhängen, wie z. 6. unzureichenden Instrumenten, 
schlechter Zeichnung etc. Dem gegenüber lernt er dann den 
Wert einer absolut sicheren Erkenntnis und wahrer wissen- 
schaftlicher Strenge erkennen und schätzen. 

Es ist ferner darauf aufmerksam zu machen, dafs wenn 
eine der 16 Bedingungen eintritt, überhaupt nur zwei ver- 
schiedene Arten von Winkeln hinsichtlich der Gröfse vor- 
kommen, und zwar allgemein vier untereinander gleiche Spitz- 
winkel und vier untereinander gleiche Stumpfwinkel. Wird 
einer der Winkel — immer unter der angenommenen Voraus- 
setzung — ein Richtwinkel, so sind alle acht Richtwinkel. 
Auch dieser besondre Fall verdient besonders erwähnt zu 
werden. Natürlich müssen die Schüler diesen Satz selbst 
finden, der Lehrer mufs sie nur darauf führen durch die Frage, 
wie es wird, wenn ein Winkel ein Richtwinkel ist. 

Es müfste sich nun der Satz anschliefsen: „Werden zwei 
Gerade von einer dritten geschnitten und es tritt eine der 
16 Bedingungen ein, so bestehen die 16 Gleichungen für 
jede beliebige Transversale." 

Dafs dieser Satz richtig ist, ist anschaulich evident; ein 
strenger Beweis ist aber erst nach Absolvierung des folgenden 
Paragraphen möglich. Man möge also einstweilen auf diesen 
Satz hinweisen, indem man auch hier wieder die Schüler ihn 
finden läfst durch die Frage, wie steht es bei einer beliebigen 
andern Transversale; mufs aber bemerken, dafs man später 
noch einmal darauf zurückkommen werde, um ihn streng zu 
beweisen. 

Schon in der Disposition hatte ich darauf hingewiesen, 
dafs die gleichliegenden Winkel als identische an zwei Scheiteln 
aufgefafst werden können, halbgleichliegende als Nebenwinkel 
an zwei Scheiteln, ungleichliegende als Scheitelwinkel an zwei 
Scheiteln. Aus unsem Betrachtungen geht hervor, dafs diese 
Auffassung natürlich nur dann gültig ist, wenn eine der 16 
Gleichungen zur Voraussetzung gemacht wird.^) 



^) Man vergl. das Zitat aas Petersen, p. 314. 
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Ist man so weit vorgeschritten , so ist es nun an der 
Zeit, auf den Zusammenhang der Untersuchungen mit dem 
Parallelismus einzugehen. Es ist zunächst zu zeigen, dafs die 
beiden Geschnittnen im betrachteten Falle parallel sind und 
dann als Umkehrung zu lehren, dafs also bei Parallelen die 
16 Gleichungen gelten: oder man zeigt zunächst, dafs bei 
Parallelen die 16 Gleichungen gelten und dafs folglich um- 
gekehrt die von uns betrachteten Geraden parallel sind. Im 
letzteren Falle denkt man sich z. B. zwei Abstände gezeichnet, 
die nach unsrer Definition gleich sind. Verbindet man dann 
zwei gegenüberliegende Ecken (zieht eine Diagonale), so lälst 
sich die Gleichheit der ungleichliegenden Winkel leicht mit 
Hülfe der beiden kongruenten Dreiecke zeigen — wobei man 
allerdings den (vierten) Kongruenzsatz als richtig vorläufig 
annehmen mufs. Ich fürchte, dafs man gegen dieses Verfahren 
Einwendungen machen wird, doch glaube ich, deSa wirklich 
ernstliche Bedenken kaum berechtigt sein dürften, da die 
Lehre von der Kongruenz sich ja unmittelbar anschliefst und 
man daun Gelegenheit hat, auf diesen Punkt zurückzukommen. 
Noch einfacher gestaltet sich die Darstellung, wenn man die 
Symmetrie zu Hülfe nimmt. 

Sind die Beziehungen der Winkelpaare an zwei Schnitt- 
punkten gehörig durchgenommen und durch reichliche Übungen 
eingeprägt, so wird die Behandlung des Zusammenhangs mit 
den Parallelen keine besonderen Schwierigkeiten bieten. Es 
wird sich Gelegenheit finden, bei der Besprechung einschlägiger 
Arbeiten hierauf noch näher einzugehen. Wir betrachten 
nun den Fall, dafs keine der 16 Gleichungen statthat und 
kommen damit zu 

§ 3. Drei (und mehr) Winkel. 

Hiermit sind wir zu dem berühmten 11. Axiom gelangt. 
Ich halte es im Schulunterricht für ganz unbedenklich, dieses 
Axiom als anschaulich evident darzustellen.^) Kein Schüler 
wird daran zweifeln, dafs die Geraden, die von einer dritten 



^) Man vergleiche noch za diesem Punkte Ho ff mann, die Prin- 
zipien des I. Buches von Euklids Elementen ; H. Z. III, p. 136 ff. 
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geschnitten werden, sich auf der einen Seite selbst schneiden, 
nämlich da, wo die Summe zweier inneren halbgleichliegenden 
— und zwar solcher, die auf einer Seite der Transversalen 
liegen — kleiner als ein Flachwinkel ist. Damit sind wir 
dann zu drei Schnittpunkten gekommen, die Figur des Drei- 
ecks bietet sich uns dar und es gilt nun, diese Figur auf 
ihre Eigenschaften zu untersuchen. Entsprechend dem Gange, 
den unsere Untersuchungen bis hierher genommen haben, 
handelt es sich natürlich nur um die Winkelbeziehungen beim 
Dreieck. Trotzdem sind hier die Bezeichnungen für die Stücke 
des Dreiecks anzugeben. Die Ecken werden mit grofsen 
lateinischen Buchstaben bezeichnet, die entsprechenden Winkel 
mit den entsprechenden grofsen lateinischen Buchstaben mit 
einem Dächelchen, die Seiten mit kleinen lateinischen Buch- 
staben und zwar so, dafs eine Seite den gleichen Buchstaben 
hat, wie die gegenüberliegende Ecke.^) Auch pflege ich daran 
festzuhalten, dafs die Bezeichnung der Figuren so eingerichtet 
wird, dafs die Fläche der Figur zur linken Hand liegt, wenn 
man in alphabetischer Reihenfolge von Ecke zu Ecke sich 

bewegt. Den Aufsenwinkel von A pflege ich mit A^ bezeich- 
nen zu lassen, führe überhaupt von Anfang an eine konse- 
quente Anwendung der Buchstaben durch, wie sie sich in der 
analytischen Geometrie als so sehr vorteilhaft erwiesen hat. 
Den Beweis für die Winkelsumme des Dreiecks nehme ich 
nach Thibaut durch, ein Beweis, der dem jugendlichen Geist 
ganz besonders einleuchtend erscheint Doch gehe ich, wenn 
irgend möglich, gern noch weiter und dehne diesen Beweis 
auf jedes mögliche Vieleck aus. Die Thatsache, dafs die 
Summe der Aufsenwinkel bei den ebenen Figuren ganz un- 
abhängig ist von der Anzahl der Ecken, dafs sie überhaupt 
einen konstanten Wert hat, ist leicht begreiflich und giebt 
den Schülern ein leichtes Mittel an die Hand, die Winkel- 

^) Die Bezeichnung der Punkte mit grofsen lateinischen Buchstaben, 
der Strecken mit kleinen lateinischen, der Winkel mit kleinen griechi- 
schen rührt von Euler her, wie Eober in seiner Besprechung des 
Ziegler'schen Lehrbuches in H. Z. Bd. I bemerkt. — Man vergl. 
Wiecorek-Wiecorekewic, Zur mathematischen Orthographie in H. Z. 
IV, p. 429. 
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summe jedes beliebigen Vielecks zu bestimmen. So viel Flach- 
winkel, als die Figur Ecken hat, weniger der konstanten 
Summe der Aufsenwinkel =» zwei Flach winkel, dies scheint mir 
der einfachste und leichteste Weg, die Winkelsumme der 
Vielecke zu lehren. Nimmt man das Axiom, das dem Thi- 
baut'schen Beweis zugrunde liegt, einmal als wahr an, so ist 
seine Gültigkeit von der Anzahl der Ecken ganz unabhängig 
und die Verallgemeinerung des Thibaufschen Beweises auf 
alle Vielecke völlig zuläfsig. Merkwürdigerweise ist diese 
Verallgemeinerung weder von Thibaut, noch — soweit meine 
Kenntnisse reichen — von irgend einer andern Seite bisher 
vorgeschlagen. ^) Es ist übrigens zu empfehlen, daneben auch 
den üblichen Euklidischen Beweis zu geben. Aber auch hier 
möchte ich für eine kleine Änderung eintreten. Meiner Mei- 
nung nach ist nämlich der einzig richtige Ausgangspunkt der 
vom Aufsenwinkel. Erst wird mit Hülfe einer parallelen 
Hülfslinie bewiesen, dafs der Aufsenwinkel gleich der Summe 
der von ihm getrennt liegenden^) Innenwinkel ist, daran 
schliefst sich dann als Folgesatz die Lehre von der Summe 
der Winkel im Dreieck an. Schlägt man nämlich den ge- 
wöhnlichen Weg ein, so stehen diese beiden so eng zusammen- 
hängenden Sätze ganz unvermittelt nebeneinander, was doch 
gewifs nicht zur klaren Auffassung der vorliegenden Verhält- 
nisse beiträgt 

^) Man vergl. J. H. T. Müller, Über die Summe der Winkel in 
ebenen geradlinigen Vielecken. — Gr. Arcfa. II, p. 106, He inen, Über 
die Somme der Winkel im Vielecke. — Gr. Arch. 29, p. 474. 

') Dies ist die einzig zulässige Bezeichnung statt der übHchen 
„gleich der Summe der gegenüberliegenden"; von einem Gegen- 
überliegen ist gar keine Rede. Im Viereck giebt es gegenüberliegende 
Winkel, aber dieses Beispiel zeigt uns auch zugleich recht deutlich, wie 
unpassend diese Bezeichnung für die Lage eines Aufsenwinkels nnd den 
von ihm getrennt liegenden Innenwinkel beim Dreieck ist. Man Tergl. 
Meutzner, Zum Kapitel Inkorrektheiten, in H. Z. 13, p. 25: „In fielen 
Lehrbüchern der Geometrie kommt folgender Satz vor: „Jeder Aufsen- 
winkel eines Dreiecks ist gleich der Summe der beiden ihm gegen- 
überliegenden inneren Winkel**. Dieser Satz findet sich unzählige 
Male in dieser Fassung auch sonst. Ist es aber gerechtfertigt, ans 
Furcht 7or einem negativen Begriffe („der beiden ihm nicht anliegenden 
Dreieckswinkel") etwas entschieden Sinnloses zu sagen?** 
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Nicht unerwähnt darf natürlich bleiben, dafs an jeder 
Ecke zwei Aufsenwinkel gezeichnet werden können, die aber 
als Scheitelwinkel einander gleich sind, so dafs bei Gröfsen* 
betrachtangen nur einer von ihnen berücksichtigt zu werden 
braucht. Sehr empfehlenswert ist, sich bei diesen Unter- 
suchungen * eines beweglichen Drahtmodelles zu bedienen, so 
dafs man die Veränderungen der Winkel ad oculos demon- 
strieren kann. Es ist sogar möglich, auf diese Weise eine 
Art von Beweis für die Winkelsumme des Dreiecks vorzu- 
führen. Läfst man nämlich zwei Winkel immer kleiner werden, 
so wird dabei der dritte Winkel stetig gröfser und er wird 
in dem Augenblick ein Flachwinkel, wo die beiden andern 
Nullwinkel werden. 

So weit möchte ich jetzt die Betrachtungen ausdehnen^) 
und wende mich nun zunächst wieder zu den Aufsätzen in 
H. Z., die mit dem Thema des vorliegenden Kapitels in loserem 
oder engerem Zusammenhang stehen. Gleich Bd. I (p. 272) 
enthält in dem Aufsatze Sturm's „Über einige Inkorrektheiten, 
die sich in der Sprache, besonders der elementaren Mathe- 
matik eingeschlichen haben", eine Arbeit, die nicht nur wegen 
ihrer allgemeinen Bedeutung Beachtung verdient, sondern auch 
geraide einige hierher gehörige Fragen erörtert. Nur erwähnen 
will ich die Verurteilung des unbestimmten Artikels bei ein- 
deutig bestimmten Gebilden, es mufs korrekt heifsen z. B.: 
„Durch einen Punkt die Parallele ziehen."*) Sturm selbst 
sagt p. 273: „Der unbestimmte Artikel wird natürlich im 
systematischen Gange bei solchen Aufgaben bleiben müssen, 
von denen noch nicht erkannt worden ist, dafs nur ein ein- 
ziges Gebilde existiert, welche also erst selber diese Erkennt- 
nis bewirken sollen, aber auch bei solchen Aufgaben, bei 



^) Doch mache ich darauf aufmerksam, dafs sich analoge Betrach- 
tungen für Vieleckswinkel (reguläre Polygone) und die Winkel im und 
am Exeis leicht und natürlich ausschliefsen lassen und man auf diese 
Weise dann noch einen weit tiefem Schritt in das planimetrische Ge- 
biet hineinthun kann, ohne irgendwie Fremdartiges in die Untersuchung 
mischen zu müssen. 

«) Man vergl. H. Z. 17, p. 483—435. — 18, p. 113—118. — 19, 
p. 576-582. 
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denen der Lage nach unendlich yiele^ wenn auch untereinander 
kongruente Losungen möglich sind, und bei denen man auch 
zu sagen pflegt, es gebe nur eine Lösung. Es tritt hier zu 
der Notwendigkeit, dafs doch logisch richtig gesprochen werden 
muTs; noch der wichtige Umstand, dafs, wenn der richtige 
Ausdruck vom Lehrer und Lehrbuch angewandt und vom 
Schüler gefordert wird, derselbe sich immer wieder der Er- 
kenntnis, dafs es in den betr. Fällen nur ein Gebilde giebt, 
bewufst wird, eiu Umstand, der doch gewifs nicht ohne Wert 
ist." Neben einer Reibe weiterer Inkorrektheiten aus der 

Winkellehre z. B. A = Ä als Scheitelwinkel; i -f i = 2£ 
als Nebenwinkel^), kommt Sturm auf die Benennungen der 
Winkel bei einer Transversalen durch zwei Parallelen. Er 
sagt p. 277: 

„Die Parallelitätssätze erinnern mich an eine Konfusion 
der Benennungen, deren baldige Abschaffung yon uns Mathe- 
matikern auch nun einmal ins Auge gefafst werden und viel- 
leicht nicht zu schwer ins Werk zu setzen sein möchte: Die 
Winkel, welche von zwei Geraden derselben Ebene mit einer 
sie schneidenden (Geraden) gebildet werden, haben in den 
verschiedensten Gegenden Deutschlands die verschiedensten 
Benennungen." 

Sturm ist für die Namen „entsprechende Winkel", 
„Wechselwinkel", „entgegengesetzte Winkel", findet aber sofort 
einen Gegner in dem Herausgeber der H. Z., der sich für die 
SnelTsche Bezeichnung ausspricht. Da wir selbst positive 
Vorschläge in Bezug auf die Benennung der Winkelpaare ge- 
macht haben, so können wir auf die betreflfende Stelle verweisen. 

J. C. Becker bemerkt in Bd. II der H. Z. zu demselben Thema 
(p. 91): „Was speziell die Benennung der Winkelpaare betrifft, 
welche zwei Geraden einer Ebene mit einer dritten bilden, so 
möchte ich die sehr verbreitete Bezeichnungsweise empfehlen, 
wonach jeder einzelne dieser Winkel als innerer oder 
auf serer bezeichnet wird, je nachdem er zwischen den ge- 
schnittenen Geraden liegt, oder nicht, und jedes Paar als 



^) Man vergl. Sturm, Zum Kapitel der Inkorrektheiten; H. Z. III. 
p. 20. 
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Gegen- oder Wechselwinkelpaar, je nachdem beide Winkel 
auf derselben Seite der schneidenden Linie liegen, oder der 
eine links, der andere rechts yon derselben. Man hat danach 
innere, äufsere und gemischte Gegen- oder Wechsel- 
winkel zu unterscheiden. Weil aber die gemischten Gegen- 
winkel besser als korrespondierende oder entsprechende 
(auch gleichliegende) bezeichnet werden und von gemischten 
Wechselwinkeln nie die Rede ist, so dürften schliefslich die 
drei Namen, entsprechende Winkel, Gegenwinkel und 
Wechselwinkel, vollkommen ausreichen.*' 

Eine weitere Meinungsäufserung über diesen Punkt findet 
sich in H. Z. III p. 190 in dem Aufsatze Zieglers, Thesen 
zu dem Streite über geometrischen Unterricht. Ziegler sagt: 

„Die Lage der vier Winkel, welche einen gemeinsamen 
Scheitel haben, läfst sich durch die Gegensätze oben — unten, 
rechts — links unterscheiden. Nimmt man je zwei Winkel, 
welche verschiedene Scheitel haben, so erhält man vier Paare 
mit zweifach übereinstimmender Lage, vier Paare mit zwei- 
fa.ch entgegengesetzter Lage und zweimal vier Paare mit halb 
übereinstimmender Lage. Diese Winkelpaare heifsen am besten 
gleichliegende, ungleichliegende und halbgleich- 
liegende Winkel, sie verhalten sich beziehungsweise wie 
kongruente Winkel, Scheitel^ und Nebenwinkel. Die Unter- 
scheidung von zweierlei Paaren halbgleichliegender Winkel ist 
unnötig, sowie der Gebrauch besondrer Kunstwörter. Auf den 
Gegensatz Innen — Aufsen, welchen Snell zur Unterschei- 
dung benutzt, kommt es gar nicht an, er gebraucht gerade für 
die gleichliegenden Winkel den schon anderswo nötigen Aus- 
druck Gegenwinkel. Jeder Lehrer kann die Probe machen, 
ob die Schüler zu den angegebenen Benennungen die Winkel- 
paare auffinden."*) 

^) Man sieht, Ziegler kommt genau zu denselben Besnltaten wie 
ich. Dieselben Benennangen, die ich vorschlage, hat er schon 1872 
vorgeschlagen, ohne Erfolg; aber es ist leicht möglich, dafs der betr. 
Anfsatz der Aufmerksamkeit der Fachgenossen entgangen ist. Hier 
möchte ich, was auch in Ziegler's letztem Satze liegt, noch einmal 
auf den Vorteil der vorgeschlagenen Benennungen hinweisen, der darin 
liegt, dafs der Name schon auf das Wesen der betrachteten Winkel- 
paare hindeutet, ein Vorteil, der gewiTs doch nicht zu untersch'ätzen ist. 

Schotten, der planimetr. Unterricht. II. 24 
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Unmittelbar mit Ziegler' s Aufsatz hängt eine Notiz you 
J. Kober zusammen in H. Z. Y. p. 55: ;,Die Benennung der 
'Winkel in der Parallelentheorie ist noch ziemlich verschieden. 
Wechsel winkeP) ist so ziemlich allgemein im Gebrauch 
und dürfte wohl auch keinen Anstols erregen. Aber Gegen- 
winkel hat den grofsen Fehler, dafs man dies Wort^ analog 
der Gegenseite, für gegenüberliegende Winkel anwenden möchte, 
sodafs also Gegenseite und Gegenwinkel einander entsprechen 
würden. 

Der Name ,,konjugierte Winkel" ist, wie mancher andere 
vorgeschlagene, zu lang, auch wohl nicht recht anschaulich 
begründet, die Benennung „innere Winkel^^ pafst auch für die 
inneren Wechselwinkel. 

Eher möchte ich mich mit Ziegler's Vorschlag einver- 
standen erklären, nämlich gl eich liegende (korrespondierende), 
ungleichliegende (innere Wechselwinkel) und halbgleich- 
liegende (innere Gegenwinkel und gemischte Wechsel winkel); 
aber ohne Bedenken ist dieser Vorschlag auch nicht. 

Ich glaube fast, es ist nur durch Bildung eines ganz 
neuen kurzen Wortes zu helfen und erlaube mir, den Kollegen 
die Frage vorzulegen, ob ein solches, etwa das Wort „An- 
winkel"*) Zustimmuiig finden würde." 

Die Redaktion bemerkt zu diegem Vorschlag, dafs dieser Aus- 
druck bereits in Osterreich längst gebräuchlich sei und führt 
zwei Lehrbüchßr (Gernerth, Mo9nik) als Beispiele an. Der 
Herr Herausgeber fühlt sich auch veranlafst, in demselben 
Bande V seiner Zeitschrift noch einmal auf die vorliegende 
Frage zurückzukommen. Der kurze Aufsatz ist überschrieben: 
„Noch einmal der Anwinkel und die noch immer be- 
stehende Eonfusion der Winkelnamen in der Parallelentheorie.'' 
Ho ff mann macht darin seine — wie mir scheint, völlig ge- 
rechtfertigten — Bedenken gegen diese Benennung geltend 



^) Mein Mathematiklehrer, der originelle, an der Nikolaischnle zu 
Leipzig weiland wirkende Lehmann, pflegte für diesen Winkel den 
Namen „Z- winkel" zu gebrauchen wegen der Ähnlichkeit der inneren 
Wechselwinkelfignr mit einem gedruckten lateinischen Z, 

') Scherling empfiehlt diesen Ausdruck in seiner Besprechung des 
Kober 'sehen Leitfadens. H. Z. V. p. 447. — Vergl. auch ebenda p. 450. 
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und empfiehlt wiederholt — unter alleiniger Ersetzung der 
„Gegenwinkel" durch ,, korrespondierende Winkel" ' — die 
SnelTsche Terminologie. Die Benennung nach der Lage der 
Winkel gegen Transversale und geschnittene Gerade wird dann 
systematisch vorgeführt. Der Aufsatz schliefst mit den Worten: 
„Wir empfehlen also aufs Neue die Annahme der 
modifizierten Snell-Schlömilch'schen Bezeichnung, 
nicht allein weil sie logisch und naturgemäfs ist/ sondern auch, 
weil sie, wie wir aus Erfahrung wissen, von den Schülern 
leicht behalten wird." 

Ich selbst habe dann in Bd. 22 der H. Z. p. 521 in der 
Rezension des Müller-Zwerger'schen Lehrbuches schon 
meine auch im vorliegenden Werke ausgesprochene Meinung 
über die Benennung der fraglichen Winkelpaare und meine 
Beweggründe dafür ausgesprochen. 

Beiläufig möchte ich den Leser noch darauf aufmerksam 
machen, was ihm vielleicht beim Studium der jetzt vorliegen- 
den vier Kapitel schon selbst aufgefallen ist, dafs die Behand- 
lung der grundlegenden Fragen der Geometrie in den Anfangs- 
jahren der Hofifmann'schen Zeitschrift eine sehr lebhafte war, 
dafs aber später das Interesse an diesen Prinzipien fast völlig 
eingeschlafen zu sein scheint^ obwohl im Wesentlichen nirgends 
eine Einigung über die streitigen Punkte erzielt worden ist. 
Zur Klärung dieser gewifs nicht haltbaren Zustände würde 
es sich vielleicht empfehlen, den Vorschlag E. Müller's in 
ernste Erwägung zu ziehen, den er in „Mahnung an die Mathe- 
matiker" in H. Z. 6, p. 261 — 278 macht, eine gemeinschaft- 
liche Revision der Elementarmathematik vorzunehmen. Andere 
speziell die hier angeregte Frage erörternde Artikel finden sich 
H. Z. 6, p. 457—458 und 7, p. 45-49. 

Schliefslich ist dann noch der Vortrag zu erwähnen, den 
Prof. Sauer in der math.-naturwiss. Sektion der 42. Ver- 
sammlung deutscher Philologen und Schulmänner in Wien 
dieses Jahr gehalten hat, über den das jetzt erschienene Doppel- 
heft der H. Z. berichtet. IJ^ heifst dort p. 529: „Immer noch 
herrscht Verschiedenheit in betreff der Winkelbenennung, 
wenn zwei Gerade von einer dritten geschnitten werden. Am 
glucklichsten gewählt ist der Name Wechselwinkel und über 

24* 
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seine Anwendung sind wohl alle Lehrer einig. Dagegen 
brauchen einige den Ausdruck Gegenwinkel, wo andre von 
entgegengesetzten Winkeln sprechen. Besonders aber für zwei 
Winkel, welche an derselben Seite der schneidenden Linie und 
an derselben Seite der geschnittenen Linien liegen^ gehen die 
Bezeichnungen sehr auseinander. Ich erwähne die Nauien: 
Korrespondierende Winkel, konjugierte Winkel, innere Winkel, 
gleichliegende Winkel, Gegenwinkel, endlich das neu gebildete 
Wort AnwinkeL Die ersten dieser Benennungen sind teils 
zu lang, teils Fremdwörter und passen deshalb nicht für den 
ersten Unterricht; Gegenwinkel^) pafst besser für die ander- 
weitig entgegengesetzt genannten Winkel. Ich stimme deshalb 
Eober bei, der meint; es müfste für diesen Begriff ein neues 
Wort gebildet werden; nur kann mir die Zusammensetzung 
des Substantivs Winkel mit der Präposition „an'' nicht ge- 
fallen. Ich möchte einen andern Vorschlag wagen, den icli 
allerdings im Unterrichte noch nicht erprobt habe. Der Teil 
der Werke des Aristoteles, der auf seine Physik folgt, heifst 
Metaphysik, obgleich nichts von Physik darin steht. ^) Wäre 
es nicht angebracht, auch von einem ganz ähnlichen Kenn- 
zeichen ausgehend, den Winkel Seitenwinkel zu nennen, 
weil in der Erklärung sowohl bei den geschnittenen Linien 
als bei den Schneidenden gleiche Seiten genannt werden. 
Man hätte somit die gleichmäfsige Reihe : Seitenwinkel, Wechsel- 
winkel, Gegenwinkel."^) 

Von den Abhandlungen in Grunerts Archiv gehört 
hierher Matzka, Über geradlinige Raumgebilde, die einfacher 
sind als das Dreieck, und über deren Verwendung zur Funda- 
mentallehre der Geometrie. Bd. 8, p. 365 — 374. 

*) Den leidigen Namen „Gegenwinkel'* sollte man ein- für alle- 
mal fallen lassen. Er trägt Hauptschuld an der Verwirrung, und so 
lange er nicht ganz beseitigt ist, wird er weitere Verwirrung ver- 
ursachen. 

') Der logische Zusammenhang ist uns hier nicht klar geworden. 
Vielleicht ist im Druck etwas versehen, da gerade das eigentliche 
Gegenteil des nach diesem Satze zu erwartenden folgt. 

^) Der Referent — Prof. Haas- Wien — bemerkt hierzu schon in einer 
Fufsnote, dafs diese Einteilung lückenhaft ist und dafs es vier Arten 
von Winkelpaaren giebt. 
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Man habe, wie den Kreis für die einfachste krummlinige 
Figur, das Dreieck für das einfachste geradlinige Eaumgebilde 
gehalten. Statt dessen seien zu setzen: 

„1) Das System einer ganzen Geraden mit einem Punkte 
aufser ihr, und 

2) Das System zweier paralleler ganzer Geraden, das wir 
kurzweg ein Parallelenpaar nennen wollen/' 

Verfasser begründet sodann seine Ansicht, dafs diese 
Baumgebilde einfacher seien, durch den Hinweis auf die An- 
zahl der Elemente, führt das erstere System auf das zweite 
zurück. Dieses also legt er seinen Betrachtungen zugrunde 
gemäfs des von ihm aufgestellten Einteilungsprinzips. 

Im zweiten Abschnitt, der von den folgenden Abschnitten 
für uns allein in Betracht kommt, stellt er die „Grundlinien 
der Lehre von den Parallelenpaaren'' auf. 

1) (§ 7) Erklärungen. Parallelenpaar; Geleise; Strei- 
fen; Zwischenlinie (Zwischen strecke) ist jede Von einem 
Punkte der einen Parallelen zu einem Punkte der andren 
gehende Strecke. 

2) (§ 8) Auf die Parallelentheorie gestützte einfache Sätze. 
Jede Zwischenlinie ist gegen beide Parallellinien gleich ge- 
neigt (Neigungswinkel). 

Bes. Anwendung auf die Senkrechte. Eine solche heifse 
Querlinie. 

Alle Querlinien eines Parallelenpaares sind einander gleich. 
Daher Querlinie = Höhe (Breite) des Streifens. 

3) (§ 9) Kongruenz der Parallelenpaare oder Streifen. 
Parallelenpaare mit gleicher Querlinie sind kongruent. 

4) (§ 10) Ableitung des Satzes, dafs gleichmäfsige 
Zwischenlinien gleich sind. 

Parallelen zwischen Parallelen sind gleich. 
Zum gröfseren Neigungswinkel gehört eine kürzere Zwi- 
schenlinie. 

Es folgen dann die ümkehrungen. 

5) (§ 11) bringt dann Anwendungen bei der „Vergleichung 
von zwei Paar Zwischenlinien in zwei Parallelenpaaren", 

woran sich „die Proportionalität der Zwischenlinien in 
Parallelenpaaren" anschliefst. 
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Uns scheint dieser Versuch sehr beachtenswert^ er läfst 
sich übrigens auch bei der von uns vorgeschlagenen {Be- 
handlung der ersten Lehren der Planimetrie mit gutem Erfolg 
verwerten. Dafs er in den Lehrbüchern gar keine Beachtung 
gefunden hat, erregt mit Recht Verwunderung. Wir mochten 
hier nochmals mit Nachdruck auf diesen Artikel hinweisen. 

Wir sehen, dafs die Literatur zu allen Fragen in Grunerts 
Archiv eine verschwindende gegen die Hoffmannsche Zeit- 
schrift ist. Im weiteren Fortgang unseres Werkes wird sich 
dieses Verhältnis zum teil sehr ändern, worauf ich schon an 
dieser Stelle hingewiesen haben möchte. 

Es erübrigt nun noch einen Artikel aus den ,yLehrproben 
und Lehrgängen^' mitzuteilen^ dann werden wir einige Pro- 
grammabhandlungen und einige wenige Lehrbücher in den 
Kreis unserer Betrachtungen zu ziehen haben, da die Behand- 
lung der Parallelenlehre im allgemeinen im dritten Kapitel 
bei den Zitaten angedeutet worden ist, dann aber auch die 
Verschiedenheiten in der Einzeldarstellung nicht von wesent- 
licher Bedeutung sind. 

Im 10. Heft (Febr. 1887) der „Lehrproben und Lehrgänge" 
findet sich ein Aufsatz von Lackemann „Die Sätze von den 
Parallelen. (Ein Beitrag zur Methodik des Elementar-Unter- 
richtes in der Planimetrie.)" 

Nach einer kurzen methodischen Einleitung heifst es p. 57: 

„Eingeleitet werden die Betrachtungen durch die Drehung 
einer Geraden um einen ihrer Punkte." (Winkel.) Besondere 
Wichtigkeit der Halbdrehung für die Deckung gleicher Strecken 
um einen gemeinsamen Endpunkt. 

Geg. eine Strecke AB in C halbiert. 

„Wir ziehen zunächst von dem Punkte B aus einen 
Halbstrahl BY und lassen ihn an der halben Drehung teil- 
nehmen. Der Halbstrahl BY soll dabei fest mit CB ver- 
bunden bleiben." Neue Lage von BY {ÄX). Gleichheit der 
Winkel (a n. ß). 

ümkehrung der geschilderten Betrachtung. 

Es wird nun AX über A hinaus verlängert. Bezie- 
hungen des neuen Winkels y zu a und ß. 
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Auch BF'wird über B verlängert. Vierter Winkel d. 
Seine Beziehungen zu a, ß, y. 

Schliefslich wird BÄj dann AB verlängert und analoge 
Betrachtungen wie vorher angestellt. Benennung der Winkel- 
paare (Wechselwinkel, innere Winkel, Gegenwinkel). 

Es werden darauf die Resultate der Untersuchungen in 
dem Satz zusammengefafst: 

„Werden zwei Geraden von einer dritten geschnitten, so 
dafs zwei Wechselwinkel gleich sind, so sind (paarweise)^) 

a) auch die übrigen Wechselwinkel gleich, 

b) die Gegenwinkel gleich, 

c) die inneren Winkel gleich 2jB.*) 

Verfasser betrachtet nun dasselbe Raiumgebilde^ macht 
aber seine Beobachtungen unter der Voraussetzung^ dafs die 
Beweglichkeit derartig sei, dafs nicht nur B nach A, sondern 
auch A nach B gedreht werde. Dann heifst es: 

„Geht man jetzt zu den Parallelensätzen über, so ist 
im Wesentlichen alles Material für die Beweise zur Hand und 
die Arbeit der Schüler besteht darin, die ihnen geläufigen 
einzelnen Teile der Beweise in richtiger Art zu dem vollstän- 
digen Beweise zusammenzufügen.'^ 

Der erste Satz lautet: 

„Zwei Geraden, welche durch eine halbe Drehung um die 
Mitte einer zwischen ihnen liegenden Strecke ihre Lage ver- 
tauschen oder, falls die eine Gerade festgehalten wird, zur 
Deckung gelangen, haben auch bei unbegrenzter Verlängerung 
keinen Punkt gemein, d. h. sie sind parallel.'^ 

Der Beweis schliefst mit der bekannten Folgerung. Die 
weitere Behandlung der Parallelensätze ist aus dieser Dar- 
stellung wohl von selbst klar, so dafs ich auf eine Wieder- 
gabe des Folgenden verzichten kann. 

Auch dieser Darstellung der Parallelensätze läfst sich die 
Anerkennung nicht versagen. Sie würde sich auch leicht mit 
der Matzka 'sehen kombinieren lassen. Vor allen Dingen ist 
die reichliche Verwendung der Bewegung erfreulich. 



^) Dieser Zusatz ist von Wichtigkeit. 
*) Warum nicht „supplemeutär"? 
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Zitate. 



Kosack, Beiträge zn einer systemat. Entwicklung der 
Geometrie aus der Anschauung. — Nordhausen 1852. 

p. 15: „Es drängt sich hier die Frage auf, wie grofs ein 
Winkel Oberhaupt werden könne. Die Drehung kann immer 
fortgesetzt, aber der Winkel auch ohne alle Grenzen gröfser 
gedacht werden. Allein wie aus dem Vorhergehenden her- 
vorgeht, nimmt eine Liuie ihre ursprüngliche Lage wieder ein, 
wenn sie sich um einen Winkel von 4 R gedreht hat. — . . — 
Hieraus ergiebt sich klar, dafs alle filr hier unterscheidbaren 
Winkelgrofsen in bestimmte Grenzen geschlossen sind, indem 
wenn ein Winkel mehr als 4JJ beträgt, man immer wieder 
zu einem Winkel gelangt, welcher mit dem durchaus zu- 
sammenfällt, den man als Best erhält, wenn man den in 
Rechten ausgedrückten Winkel mit 4R dividiert. Man kann 
also diejenigen Winkel, welche bei dieser Division gleiche 
Reste geben, als völlig gleich betrachten." 

Die hier erörterte Frage der Unendlichkeit des Winkels 
habe ich auf Seite 123 dieses Bandes ebenfalls in Betracht 
gezogen. Ich kann mich daher hier auf jene Steile beziehen. 

Nachdem sodann die Neben- und Scheitelwinkel behan- 
delt sind, heifst es p. 17: „Wenn sich drei verschiedene Linien 
einander schneiden, so finden zwischen den Winkeln, die sie 
hierbei bilden, gewisse Beziehungen statt, die im Folgenden 
erörtert werden sollen." 

Es wird zunächst zwischen der schneidenden und der 
Geschnittnen unterschieden und zunächst äufsere und 
innere Winkel von einander geschieden. 

„Ein Paar, dessen beide Winkel an derselben Seite der 
Schneidenden liegen und von denen der eine ein äufserer, der 
andere ein innerer ist, ohne dafs beide Nebenwinkel sind, 
heifsen Gegenwinkel." 

Die Bedingung „ohne dafs beide Nebenwinkel sind" hatten 
wir durch unsre Disposition vermieden; dagegen liegt andrer- 
seits in dieser Einschränkung der Hinweis auf denjenigen 
Zusammenhang zwischen den Winkeln an zwei Scheiteln, den 
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wir auf Seite 338 angedeutet und auf Seite 362 f. ausführlicher 
dargestellt haben. 

„Ein Paar innere Winkel, welche an verschiedenen Seiten 
der Schneidenden liegen ohne Nebenwinkel zu sein, heifseii 
Wechselwinkel." 

Dieser Erklärung folgt drittens : „Ein Paar innerer Winkel, 
welche auf derselben Seite der Schneidenden liegen, heifsen 
innere zugehörige Winkel." 

Mittelst Drehung wird nun zunächst gezeigt, dafs ,jeder 
Aufsenwinkel (der nicht ein Scheitelwinkel von einem inneren 
ist) so grofs ist, wie die beiden gegenüberliegenden^) 
zusammengenommen". Hieraus wird dann gefolgert, dafs 
die Winkelsumme des Dreiecks einen Flachwinkel beträgt. 

Es folgen dann die Erörterungen über den Zusammen* 
hang. der 16 Winkelgleichungen, nachdem die Gleichheit der 
Gegenwinkel mit dem gleichen Richtungsunterschied identifiziert 
worden ist. Hieraus läfst sich dann sofort erkennen, wie der 
Verfasser den Zusammenhang der behandelten Sätze mit der 
Parallelenlehre darstellt, zumal wenn man weifs, dafs er die 
Parallelen als Geraden gleicher Richtung definiert. Hieran 
schliefsen sich dann die Umkehrungen, deren letzter Satz das 
elfte Axiom ist. 



Friedrich Schmeisser, Bemerkungen zu einer wissen- 
schaftlichen Behandlung der Lehren der Geometrie. — Frank- 
furt a. 0. 1855. 

Der Verfasser sagt p. 18: „Dafs die Theorie jeder Wissen- 
schaft mit den einfachsten Lehren beginnen müsse, versteht 
sich von selbst. Daher mufs auch der erste Hauptteil der 
Geometrie 

L Von den Linien und Winkeln nach ihrer Lage 

und Gröfse handeln." 

Man dürfe aber diese Betrachtungen nicht in die Plani- 
metrie bringen. 



^) Vergl. unsre Fufanote auf Seite 366. 
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Es wird dann auf den Zusammenhang des Winkels mit 
dem Kreise eingegangen.^) 

p. 21 bemerkt Schmeisser: ^^Dafs die Einteilung des 
Kreises in 360^ nicht aus dem alten Egypten stammt^ hat 
schon Weidler (histor. astron. p. 56) dargelegt. Es ist hin- 
reichend ermittelt, dafs sie aus der Zeit des Eudoxus herrührt 
und wahrscheinlich von Eratosthenes und Hipparch v. N. 
verbreitet worden ist. Strabo IL p. 194. 172. Manilius I. 
572. Vergl. J. H. Voss zu Vergils Landbau L 233." 

Wir yerweisen, was diese Frage betrifft, auf unser Zitat 
aus Gantor auf Seite 343. 



Zerlang, Beitrag zu einer genetischen Entwicklung der 
Planimetrie. — Sorau 1860. 

Zerlang giebt die Definition des Winkels als Richtungs- 
unterschiedes und geht sofort auf den Zusammenhang des Win- 
kels mit dem Kreise ein. Mit Hülfe des Kreises lost er dann, 
noch ehe er von der Bezeichnung der Winkel handelt, die Auf- 
gabe, einen Winkel zu zeichnen, der einem gegebenen gleich 
ist. Der Angabe der Namen und der sehr ausführlichen Be- 
handlung des Richtwinkels folgt dann die Aufgabe, zwei ge- 
gebene Winkel zu addieren. Es folgen die Betrachtungen 
über Neben-, Komplement- etc. Winkel und praktische Übungen 
im Addieren und Subtrahieren von Winkeln. Den rechten 
Winkel bezeichnet er als Mafseinheit. 

Den Linien mit Richtungsunterschied stellt er sodann 
diejenigen mit gleicher Richtung gegenüber, die parallel heifsen. 
Auch hier werden die Einzelbeziehungen sehr gründlich er- 
örtert, dann geht der Verfasser zu den Winke}paaren bei 
Geraden über und stellt die bekannten Sätze auf, die ihm 
sofort zur Lösung der Aufgaben dienen, durch einen Punkt 
die Parallele zu einer gegebenen Geraden zu ziehen. Als üm- 
kehrung folgt dann der Satz: Werden zwei Parallelen von 



') SclimeisBer nimmt mit Baroccio an, dafs die Eaklidsche 
Defioition des Wiakels nXioig ein Schreibfehler sei, dafs es heifsen mässe 
%Xaai^ == fractio. 
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einer Geraden geschnitten, so etc.^) — Der Beweis stützt sich 
überall hier wie dort auf die Winkeldefinition. 

Der Satz von der Winkelsumme im Dreieck und die zu- 
gehörigen Sätze werden natürlich mit Hülfe der parallelen 
Hülfslinie bewiesen. 

Fr. Becker, Die elementare Geometrie in neuer Anord- 
ordnung I. Hanau, 1870. 

Schon oben (p. 339) hatte ich angekündigt, dafs ich auf 
die duale Behandlung von Strecke und Winkel noch näher 
eingehen würde. ^) Hierzu bietet die vorliegende Abhandlung 
geeignete Veranlassung. Um einigermafsen die leitenden Ge- 
danken des Verfassers der Erkenntnis nahe zu bringen, gebe 
ich, ehe ich auf den uns hier interessierenden Text eingehe, 
das Schema der Darstellung. 

I. Offne Figuren. Kreis. 

1) Punkte und Gerade in gegenseitiger Beziehung. 

2) Strecke und gebrochene Linie. 

3) a) Kreis, b) Winkel. 

1) Zunächst wird auf den Zusammenhang von Winkßl 
und Drehung eingegangen. 

Dann folgen die .Beziehungen der Winkel, Erklärungen*), 
daran sich anschliefsende Konstraktionsaufgaben und duale 
Gegenüberstellungen von Winkel- und Bogensätzen. p. 13 
folgt 4: 

„Strecken und Winkel (Analogieen). 

Strecken können nur hin- Winkel können nur hin- 
sichtlich ihrer Lage und sichtlich ihrer Lage und 
Gröfse von einander verschie- Gröfse von einander verschie- 
den sein; daher sind gleiche den sein; daher sind gleiche 

Strecken kongruent Winkel kongruent. 

. — j_ 

^) Nach der vorhergehenden Anordnung des Verfassers hätte, 
meiner Meinung nach, dieser Satz der Hauptsatz sein, der erste dagegen 
als die ümkehrung gelehrt werden müssen. 

*) Man vergleiche meine Ausführungen p. 120 ff. 

*) Eine derartige Erklärung ist z. B.: „Die Entfernung zweier gleich- 
weit vom Scheitel eines Winkels abstehenden Schenkelpunkte heifst die 
Schenkelweite für diesen Abstand. 
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Vergleichung von Strecken Vergleichung von Winkeln 

durch Aufeinanderlegen. durch Aufeinanderlegen. 

Summe und Differenz von Summe und Differenz von 

Strecken. WinkeW 

Es läfst sich nicht leugnen, dafs eine derartige duale Be- 
handlung der beiden Elemente Strecke und Winkel von grofsem 
Vorteil im Unterricht ist. Man sollte nicht versäumen, auf 
diese Darstellung des Zusammenhangs der beiden Elemente 
ausführlich einzugehen. 

p. 14 folgt 5: „Mehrere Winkel in Beziehung zu 
einander." 

Hier finden wir die Beziehungen der Nebenwinkel, Scheitel- 
winkel etc., zum teil allerdings mit Aufstellung sehr über- 
flüssiger Sätze, wie z. B. Lehrsatz: „Alle flachen Winkel sind 
einander gleich"; dieser Lehrsatz wird mittest Deckung 
bewiesen. 

p. 17 Nr. 6: „Winkelkreuz, Halbierungskreuz, Pa- 
rallelen, Konvergenten." 

„Erklärung. Zwei Gerade, welche sich schneiden, bilden 
ein Winkelkreuz (Geradenkreuz, geraden Vierstrahl, voll- 
ständiges Winkelgebilde)." 

„Ist einer der vier Winkel des Kreuzes ein rechter 
Winkel, so ist jeder derselben ein rechter^); ist dagegen 
einer kein rechter, so ist keiner ein rechter." 

„Von der Gröfse eines der vier Winkel eines Kreuzes 
ist die Gröfse der drei übrigen abhängig, d. h. jeder 
Winkel bestimmt ein ihm zugehöriges Kreuz." 

Hieran schliefsen sich einige Folgesätze über die Ver- 
gleichung zweier Kreuze. 

Es heifst dann p. 18: 

„Für eine Gerade giebt es Für einen Winkel giebt es 

durch einen Punkt auf der- in einer Fläche durch den 

selben nur einen Winkel, von Scheitel nur eine Gerade, 

dessen Schenkeln jeder für sich von deren Strahlen jeder för 



') Die Hinweisung auf diesen Spezialfall haben wir in unserer 
Darstellung leider unterlassen; es möge deshalb hier darauf ausdrück- 
lich hingewiesen werden. 
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mit den Strahlen der Geraden- sich mit den Schenkeln des 

gleiche Winkel bildet. Dieser Winkels gleiche Winkel bil- 

Winkel ist ein flacher, seine det. Diese Gerade halbiert 

Schenkel stehen senkrecht den Winkel, 
zu der Geraden. 

• oder: 

Mit den beiden Strahlen* Mit den beiden Schenkeln 

einer Geraden kann nur eine eines Winkels kann nur eine 

einzige Gerade gl ei che Winkel einzige Gerade gleiche Win- 

bilden; diese Gerade heifst kel bilden; diese Gerade heifst 

Senkrechte zur ersten. die Winkelhal bierende.'' 

p. 19: „Die Winkelhalbierenden eines Kreuzes bilden ein 
rechtwinkliges Kreuz.'' Folgesätze und ümkehrungen. 

„Die beiden Normalen im Scheitel eines Kreuzes zu dessen 
Geraden bilden ein ihm gleichwinkliges Kreuz (Norraalen- 
kreuz)." 

Durch den Satz: „Eine Transversale eines Kreuzes, welche 
nicht durch den Scheitel geht, schneidet entweder nur eine 
seiner Geraden oder beide" wird dann die Lehre von den 
„gleichliegenden" etc. Winkeln eingeleitet. 

Begriffe des ebenbildlichen und des gegenbildlichen 
Kreuzes. Bei Parallelen haben wir, wenn eine Transversale 
da ist, ebenbildliche Kreuze resp. wenn die Kreuze ebenbild- 
lich sind, so sind zwei Geraden parallel. Anwendungen. 
Dann folgt das elfte Axiom resp. dessen Umkehrung. Der 
folgende Abschnitt bringt dann in analoger Behandlung die 
Winkellehre beim Dreieck. Besonders ist zu erwähnen, dafs 
die Seitenbeziehungen und Winkelbeziehungen in dualer Weise 
dargestellt werden. 

Die ganze, durch Originalität und Geist ausgezeichnete 
Arbeit ist sehr lesenswert. 



Polster, Geometrie der Ebne. — Würzburg 1878. 

Es wird genügen, wenn ich von dieser Abhandlung die 
Disposition mitteile. 
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• 

II. Kapitel. 
Winkel an einem Scheitel. 

§ 5. Vergleichung zweier Winkel. 

(Addition und Subtraktion der Winkel.) 
§ 6. NuUwinkel, YoUwinkel, gerade Winkel. 
§ 7. Nebenwinkel. 
§ 8. Scheitelwinkel. 

III. Kapitel. 
Theorie der Konvergenz und des Parallelismus. 

§ 9. Definitionen (Innere [äulsere] Winkel, Gegenwinkel, 
Wechselwinkel, korrespondierende Gegenwinkel etc.). 

§ 10. Kriterien der Konvergenz (im ganzen zehn). 
(Nr. 5 = Elftes Axiom.) 

§ 11. Gegenwinkel und Wechselwinkel an Parallelen. 

(Erster. Lehrsatz: ,,An parallelen Graden ist jeder Winkel 
einem gleichliegenden Winkel gleich.'' Beweis indirekt) 

§ 12. Kriterien des Parallelismus (im ganzen vier). 

§ 13. Gegenwinkel und Wechsel winkel an konvergenten 
Geraden. 

§ 14. Richtungen von geschnittnen Geraden gegen die 
Durchschnittslinie. 

§ 15. Weitere Sätze über die Parallelen. 

§ 16. Parallelwinkel in einer Ebene. 

In einem Anhang giebt der Verfasser noch eine ^^andere 
Art der Theorie des Parallelismus und der Konvergenz" und 
zwar so, dafs der § 10 hinter § 13 folgt; in einem zweiten 
Anhang findet sich noch eine „dritte Art der Theorie, des 
Parallelismus und. der Konvergenz.^' Hier ist die Reihenfolge: 
§ 14 (auf § 9 folgend), § 11, § 12, § 13, § 10. 



Korneck, Genetische Behandlung des planimetrischen 
Pensums der Quarta. — Kempen 1879 (Nr. 125). 

Die Anordnung des Stoffes ist folgende: 

§ 1. Definitionen. — § 2. Winkel (Definition, Benennungen; 
benannte Zahl; dieser § schliefst mit dem Satze: „Wenn zwei 
Strahlen mit einer Geraden gleiche Winkel in demselben 
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Drehungssinne bilden, so haben die Strahlen gleiche Rich- 
tung; denn ihre Richtungen weichen gleichviel von einer 
dritten ab"). — §. 3. Zwei Punkte. Der Kreis. — § 4. Kreis 
und Gerade. — § 5. Drei Punkte. Das Dreieck. — § 6. Zwei 
Kreise. — § 7. Das gleichschenklige und das rechtwinklige 
Dreieck. — § 8. Konstruktionen. — § 9. Parallele Geraden 
(Definition; Sätze). — r § 10. Nebenwinkel und Scheitelwinkel. 
— § 11. Winkel bei Parallelen. — ; Auf diesen Paragraphen 
müssen wir näher eingehen. 

Es wird zunächst zwischen äufseren und inneren Winkeln 
ifnterschieden. BetreflFs der Benennung der verschiedenen 
Winkelpaare bedauert Verfasser die vielen Verschiedenheiten 
bei jden verschiedenen Autoren und fügt hinzu ^): 

„Am konsequentesten scheint mir* die Einteilung der be- 
treffenden Winkel von Snell in folgender Weise durchgeführt 
zu sein: 

1) Beide Winkel liegen auf derselben Seite der Trans- 
versalen und sind 

a. ein äufserer und ein innerer, 

b. zwei innere, 

c. zwei äufsere. 

2) Die Winkel liegen auf verschiedenen Seiten der Trans- 
versalen und sind 

a. ein äufserer uüd ein innerer, 

b. zwei innere, 

c. zwei äufsere. 

Die Winkel la) nennt Snell Gegenwinkel. 

Ib) Innenwinkel. 

Ic) Aufsenwinkel. 

2a) Gegenwechselwinkel. 

2b) Innenwechselwinkel. 

2c) Aufsenwechselwinkel. 

Dr. Joh. Müller (Lehrbuch der elementaren Planimetrie, 

Bremen 1870) nennt die Winkel an verschiedenen Scheiteln 

und an derselben Seite der Transversalen Gegenwinkel, an 

verschiedenen Seiten der Transversalen Wechselwinkel und 



*) Man vergleiche unsere entsprechenden Ausführungen weiter oben. 
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unterscheidet dann: a. Gemischte Gegenwinkel (ein innerer 
nnd ein äufserer); b. Gleichartige Gegenwinkel (zwei 
innere oder zwei äussere); c. Gemischte Wechselwinkel 
(ein innerer und ein äuTserer); d. Gleichartige Wechsel- 
winkel (zwei innere oder zwei äufsere). 

Baltzer (Elemente etc.) kennt nur a. Innere Winkel 
(auf derselben Seite der Trans versalen); b. Gegenwinkel 
(ein äufserer und ein innerer an derselben Seite der Trans- 
versalen); c. Wechsel Winkel (zwei* innere Winkel an ver- 
schiedenen Seiten der Transversalen). 

So findet sich fast in jedem Buche leider eine andere 
Bezeichnung für dieselbe Sache. Übereinstimmung herrscht 
im allgemeinen nur darin, dafs zwei innere oder äoTsere 
Winkel auf verschiedenen Seiten der Transversalen Wechsel- 
winkel, ein äufserer und ein innerer auf derselben Seite 
Gegenwinkel oder Korrespondierende Winkel genannt 
werden. Die Winkel 2 a. der SnelFschen Einteilung werden 
in der Regel gar nicht berücksichtigt oder (Focke und Erafs) 
mit Ib. und c. vereinigt. In Bezug auf die Winkel, die ent- 
weder zwei äufsere oder zwei innere an derselben Seite der 
Transversalen sind, herrscht die gröfste Verwirrung. Sie heifsen 
z. B. entgegengesetzte Winkel (Kambly), Ergänzungs- 
winkel (Hub. Müller, Focke und Krafs), Gegenwinkel 
(Recknagel, NB. dasselbe Wort in anderer Bedeutung, als es 
die meisten anderen Bücher anwenden!), Anwinkel (Schräm; 
eine Benennung, deren Etymologie mir noch unklar ist) u. s. w/^ 

Der Verfasser selbst giebt folgende nicht üble Er- 
klärung : 

„Man kann die betreffenden Winkel dadurch unterscheiden, 
dafs man ihre Drehungsrichtung von der Transversalen aus 
ins Auge fafst. Denkt man sich zunächst die geschnittenen 
Linien mit der Transversalen zusammenfallend und dann um 
ihre Schnittpunkte beispielsweise den Zeigern der Uhr ent- 
sprechend oder entgegengesetzt gedreht, so können wir die 
Winkel bezeichnen als Winkel von gleicher Drehungs- 
richtung und Winkel von entgegengesetzter Drehungs- 
richtung." 

Die Winkelsätze bei den Parallelen beweist der Ver- 
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fasser mit Hülfe von Senkrechten und der dadurch entstan- 
denen kongruenten Dreiecke. Die ümkehrungen ergeben sich 
von selbst. 

A. Wernicke, Die Grundlage der Euklidischen Geometrie 
des Mafses. — Braunschweig 1887 (Nr. 638). 

Wemicke geht aus von dem Winkelstrahl, über den 
er eine Reihe von Sätzen aufstellt, z. B.: „Jede Gerade, welche 
beide Schenkel eines Winkelstrahls trifft^ schneidet die Achse 
desselben." 

„§ 96. Postulat: Jede Strecke und jeder Winkel ist 
in beliebiger Weise übertragbar, d. h. man darf diese Ge- 
bilde, sobald sie irgendwo vollkommen bestimmt sind, an jeder 
anderen Stelle des Raumes wiederum als gegeben annehmen.'^ 

§ 101 lautet: „Die Methode der Geometrie des 
Maises wird dadurch bestimmt, dafs aus einer Strecke und 
aus einem Winkel bez. zwei Mafse hergestellt werden, welche 
zunächst eine zahlenmäfsige Yergleichung von Strecken 
und Winkeln ermöglichen, dann aber auch zu weiteren Mes- 
sungen führen.'^ 

Der folgende Abschnitt behandelt sodann die „Einführung 
und Verbindung der beiden Mafse'' und zwar zuerst die Strecke, 
dann den Winkel (Mafsebene). Hierauf scheidet sich der Stoflf 
so, dafs zuerst die Winkelpaare an einer Geraden bez. 
an einem Winkelstrahl, sodann die Winkelpaare an 
zwei sich schneidenden Geraden abgehandelt werden. §114 
bringt Winkelpaare an drei sich schneidenden Geraden. 
Der erste Lehrsatz, der aufgestellt wird, heifst: „Jeder Aufsen- 
winkel ist gröfser als ein nichtzugehöriger Dreiecks winkel." 

Im § 115 giebt Wernicke folgendes Schema: 

„I. Winkelpaare aus gleichartigen^) Elementen. 

1) Ohne Überschreitung der Schneidenden: Gleichartige 
Gegenwinkel (Ergänzungswinkel). 

2) Mit Überschreitung der Schneidenden: Wechsel- 
winkel. 



^) Gleichartig werden Winkelpaare genannt, wenn je zwei äufsere 
oder je zwei innere Winkel die Elemente sind; ungleichartig, wenn je 
ein änfserer und je ein innerer Winkel zum Paar gehören. 

Schotten, der planimetr. Unterricht. II. 25 
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II. Winkelpaare aus ungleichartigen Elementen. 

1) Ohne Überschreitung der Schneidenden: Gegenwinkel. 

2) Mit Überschreitung der Schneidenden: Ungleich- 
artige Wechselwinkel/' 

Wir können uns mit diesem Schema yollig einverstanden 
erklären^ besonders erscheint uns die Unterscheidung der 
gleichartigen und ungleichartigen Elemente recht glücklich; 
nur der Name ^^Ergänzungswinkel'' erregt Anstofs, da hier in 
den Namen eine Eigenschaft vornweg genommen ist, die 
noch dazu nur für einen bestimmten Fall resp. eine bestimmte 
Voraussetzung existiert. Bei bestimmten Lagen der Geschnitte- 
nen werden die Elemente von I, 2 und 11^ 1 gleich, diejenigen 
von I, 1 und II, 2 supplementär. Der Verfasser geht dann 
sofort dazu über zu zeigen, dafs, wenn eine der 16 Gleichungen 
gilt, alle gelten und dafs dann die geschnittenen keinen Punkt 
gemeinsam haben. Solche Geraden heifsen parallel. 

In den §§ 120 — 125 spricht sich der Verfasser über „die 
natürliche Einheit der Winkelmessung'' aus. Er wählt 
zum Mafs den Winkel, der viermal an einander gelegt die 
Mafsebene ausfüllt, legt also den Richtwinkel der Messung 
zugrunde, womit wir uns nicht einverstanden erklären können. 
Die natürliche Mafseinheit ist der Vollwinkel selbst. 

Soweit ging die Behandlung des Winkels, nun folgt 
3) Beziehungen beider Mafse, der Seiten und Winkel des 
Dreiecks betrachtet, auf die Kongruenzlehre eingeht, und 
schliefslich die wichtige Frage erörtert: „Bilden Parallelen 
mit jeder Schneidenden gleiche Gegenwinkel?^^ Diese 
Frage ist identisch mit derjenigen: „Wie viel Parallelen 
können durch einen Punkt zu einer Geraden gezogen 
werden?" Die Antwort kann nur mit Hülfe eines Axioms 
gegeben werden; setzen wir die Anzahl auf eins fest, so wird 
auch die erste Frage bejaht und damit zugleich der Satz von 
der Winkelsumme im Dreieck entschieden. 



H. Müller, über den ersten planimetrischen Unterricht. 
- Berlin 1889 (Nr. 68). 

Die Abhandlung bringt im zweiten Abschnitt die „Lehre 
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von den Winkeln'', und zwar behandelt § 4 „BegrifiF des 
Winkels. Allgemeine Winkelsätze," § 5 „Winkel bei Parallelen/' 

Schon daraus, dafs diesen beiden Paragraphen 16 Quart- 
seiten gewidmet sind, kann man ersehen, wie ausführlich die 
vorliegende Darstellung ist und wie eingehend die Unter- 
suchungen geführt werden. Der Verfasser geht aus von den 
drei möglichen Lagen zweier Geraden — die nebenbei gesagt 
in völlig unsystematischer Weise aufgezählt werden — und 
definiert sodann den Winkel als Ebenenteil. Es folgen die 
Erklärungen über Bezeichnung und Benennung; dann der mit 
der Definiton nicht zu vereinbarende Satz, dafs die Gröfse des 
Winkels von der Länge der Schenkel unabhängig sei, wobei der 
Verfasser natürlicherweise die Drehung mit heranziehen mufs. 
Bei der vom Verfasser gegebenen Definition müfste gesagt 
werden, die Schenkel sind immer als vollkommene Strahlen 
zu denken, wenn sie auch nur zum teil gezeichnet werden. 

An die Relation des Winkels mit der Drehung schliefst 
sich unmittelbar die Gröfsenvergleichung durch Aufeinander- 
legen, daran die Benennung der verschiedenen Winkelarten. 
Durch Zerlegung des flachen Winkels kommt man auf die 
Nebenwinkel. 

Der Mafsstab, um einen Winkel seiner Gröfse nach genau 
angeben zu können, ist der flache Winkel (Gradeinteilung) — 
der selbst doch erst ein abgeleiteter ist. Der Winkelmesser 
wird zu Hülfe genommen und mit ihm Übungen im An- 
tragen und Abtragen von Winkeln vorgenommen. Ver- 
fasser schildert eingehend sein Verfahren und giebt Beispiele 
von Aufgaben. 

p. 18: „Sind die bisher besprochenen Übungen in hin- 
reichendem Mafse vorgenommen und dadurch Begriff und An- 
schauung des Winkels zu dauerndem Eigentum geworden, so 
kann der Schüler zur Bildung der einfachsten Lehrsätze über 
die Winkel geführt werden. Er weifs bereits, 
• dafs alle flachen Winkel gleichgrofs sind, 

dafs die Gröfse eines flachen Winkels 2R beträgt, 

dafs die Gröfse eines rechten Winkels gleich 1 R ist und 

dafs folglich alle rechten Winkel gleichgrofs sind. 

Er kennt ferner die Erklärung für die Nebenwinkel und 

26* 
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weifS; dafs zwei Nebenwinkel die Teile eines flachen Winkels 
sind, dafs also durch Addition zweier Nebenwinkel ein flacher 
Winkel gebildet wird; es bedarf demnach keines Beweises 
mehr für den 

y^Lehrsatz 1: Die Summe zweier Nebenwinkel beträgt 2 JS." 
Allerdings bedarf der Schüler keines Beweises für diesen Satz^ 
weil er eben gar kein Lehrsatz ist. Man vergleiche hierzu 
unsre Ausführungen in der Fufsnote auf Seite 351 und Seite 352, 
besonders die letztere. Was sind es aber überhaupt für ,,Lehr- 
sätze," die der Verfasser aufstellt! 

„Die Grofse eines rechten Winkels ist gleich liJ." (!!) 
Was soll man zu einer solchen Verirrung sagen. 

Der zweite Lehrsatz ist der von den Scheitelwinkeln; der 
mit Hülfe der Nebenwinkel unmittelbar aus der Anschauung 
gewonnen wurde. Hiermit dürfe man sich aber nicht be- 
gnügen. 

„Aus diesem Grunde halte ich einen Beweis des ausge- 
sprochenen Lehrsatzes für durchaus erforderlich; zugleich aber 
benutze ich die Gelegenheit, um den Schüler mit verschiedenen 
Beweisformen bekannt zu machen, deren Kenntnis ihm nicht 
minder notwendig ist, wie dem Arbeiter die Kenntnis seines 
Handwerkszeuges. Beim ersten Beweisverfahren stützen wir 
uns auf den Satz, dafs kongruente Winkel gleich grofs sind 
und nehmen, indem wir die Winkel zur Deckung bringen, die 
Anschauung zu Hülfe: Durch vier vollkommen gleiche dünne 
Stäbe stellen wir zwei sich schneidende Paare von Geraden 
dar, die im Schnittpunkte, ihrem Mittelpunkte, derart aneinander 
befestigt werden, dafs sie um denselben gedreht werden können. 
Die Stellung der beiden ersten Geraden zu einander wird als 
unveränderlich angenommen, während das zweite Paar beweg- 
lich bleiben soll. Nun legen wir das bewegliche Paar so auf 
das erste, dafs die Schnittpunkte sich decken und eine der 
Geraden des zweiten Paares mit einer Ge. aden des ersten 
Paares zusammenfällt; drehen wir dann die zweite Gerade des 
zweiten Paares, bis sie ganz auf der zweiten Geraden des 
ersten liegt, so bedecken sich die beiden Paare vollständig 
und die acht Winkel um die beiden Schnittpunkte erweisen 
sich als paar weis kongruent. Wird jetzt das zweite Paar von 
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dem ersten abgenommen^ ohne Änderung an der gegenseitigen 
Lage der Geraden in der Luft halb herumgedreht und dann 
wieder auf das erste gelegt, so bedecken sich die beiden Paare 
von neuem und die Winkel des zweiten Paares fallen voll- 
ständig auf die Schtw zu denjenigen Winkeln des ersten 
Paares, zu denen sie vor der halben Umdrehung kongruent 
gewesen waren. Jeder Winkel des zweiten Paares kann also 
zwei Winkel des ersten Paares vollständig bedecken und von 
ihnen vollständig bedeckt werden; das ist aber nur möglich, 
wenn die beiden Winkel selber kongruent, also gleich sind." 

Als zweites Verfahren schildert Verfasser dann das rech- 
nerische. Bei der Aufstellung der dazu nötigen Grundsätze 
müsse man sparsam sein, da sie auswendig gelernt werden 
müfsten. Sie seien durch Beispiele genügend einzuprägen. 
Bei dieser Gelegenheit spricht sich Verfasser dafür uus, den 
Beweis von der ganzen Klasse „durch Zusammensprechen^' 
vortragen zu lassen, ein Verfahren, dessen Vorzüge ich nicht 
einsehen kann, das ich sogar für eutschieden falsch halte. 
Solche Methode gehört nicht in den mathematischen Unterricht. 

Zur weiteren Befestigung des Gelernten läfst Müller dann 
die beiden Sätze entwickeln: „Die Halbierungslinien zweier 
Nebenwinkel^) stehen senkrecht auf einander" und „Die Hal- 
bierungslinie eines Winkels halbiert auch seinen Scheitelwinkel." 

Bemerkenswert ist Seite 21: „Zu einer schönen Übung 
veranlassen auch die vier Lösungen der Aufgabe einen Winkel 
a in einem Punkte P einer Geraden AB d^i dieselbe anzu- 
tragen." 

Der Gedanke und seine Ausführung haben mir sehr ge- 
fallen. Hierbei kommt der Verfasser auf die indirekte Beweis- 
form zu sprechen. 

Dann geht er über zu Winkeln an zwei Scheiteln und 
entwickelt die Sätze über Supplementwinkel und derartige 
Sätze wie: „Sind zwei Winkel einander gleich, so ist jeder 
von ihnen gleich dem Scheitelwinkel des andern." Dazu giebt 
er arithmetische Beweise. 

§ 5 überträgt nun die letzten Betrachtungen auf den Fall, 



^) Besser eines Paares von Nebenwinkeln. 
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daß zwei Geraden von einer dritten geschnitten werden. 
Natürlich ist, dafs auch Müller sich über die Verwirrung in 
der Bezeichnung der Winkelpaare ausläfst. Er sagt: 

;,Eine Übereinstimmung in der Wahl der Bezeichnungen 
wird man in den verschiedenen planimetrischen Lehrbüchern 
vergeblich suchen. Während die meisten nur drei Arten von 
Winkelpaaren unterscheiden und ihnen häufig ungeschickte, 
weil zu wenig charakteristische Benennungen geben, weisen 
andere, wie der Leitfaden von Feld und Serf nicht weniger 
als sechs verschiedene Arten von Winkelpaaren auf und er- 
zwingen die Genauigkeit der Bezeichnungen durch eine An- 
häufung des Memorierstöffes, die um so weniger auf Billigung 
rechnen darf, als sie recht gut vermieden werden kann. Unter- 
scheidet man nämlich bei den schneidenden Geraden eine 
rechte und eine linke Seite (resp. ein oben und unten) und 
bei den geschnittenen Geraden ein oben und unten (resp. 
rechte und linke Seite), so sind nur drei wesentlich von einander 
verschiedene Arten von .Winkelpaaren denkbar^ je nachdem die 
Winkel 

1. beide auf derselben Seite der schneidenden und auf 
gleichen Seiten der geschnittenen Graden, 

2. beide auf verschiedenen Seiten der schneidenden und 
auf verschiedenen Seiten der geschnittenen Graden, 

3. entweder auf derselben Seite der schneidenden aber 
auf verschiedenen Seiten der geschnittenen, oder auf verschie- 
denen Seiten der schneidenden aber auf gleichen Seiten der 
geschnittenen Geraden liegen. Den ersten Paaren kommt die 
Bezeichnung gleichliegende oder korrespondierende Win- 
kel zu und die zweiten Paare werden dul'ch die Benennung 
Wechselwinkel treffend charakterisiert, während für die 
Paare der dritten Abteilung, so viel mir bekannt ist, keine 
Bezeichnung existiert, die ihre gegenseitige Lage genau be- 
stimmte. Bei der Schwierigkeit, das gemeinsame und das ver- 
schiedene in der Lage durch ein Wort auszudrücken, ist das 
vollkommen erklärlich. Es empfiehlt sich daher, von einer 
aus der Lage abgeleiteten Benennung dieser Winkel vollständig 
abzusehen und einen Namen zu wählen, welcher eine in zahl- 
reichen Fällen auftretende Eigenschaft dieser Paare zum Aus- 
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druck bringt, nämlich den Namen Ergänzungswinkel. Hier- 
nach hat sich der Schüler die folgenden Erklärungen genau 
einzuprägen: 

Werden zwei Geraden von einer dritten geschnitten, so 
entstehen an den Schnittpunkten acht Winkel, von denen je 
zwei an verschiedenen Schnittpunkten liegende Winkel einen 
gemeinsamen Namen führen. 

1. Die Winkel, welche auf derselben Seite der schnei- 
denden und auf gleichen Seiten der geschnittenen Geraden 
liegen, heifsen korrespondierende Winkel (Korr. W.). 

2. Die Winkel, welche auf verschiedenen Seiten der 
schneidenden und auch auf verschiedenen Seiten der ge- 
schnittenen Geraden liegen, heifsen Wechselwinkel (W. W.). 

3. Die Winkel, welche entweder auf derselben Seite der 
schneidenden und auf verschiedenen Seiten der geschnittenen, 
— oder auf verschiedenen Seiten der schneidenden und auf 
gleichen Seiten der geschnittenen Geraden liegen, heifsen 
Ergänzungswinkel (Erg. W,)." 

In höchst ausführlicher Weise werden sodann die Bezie- 
hungen der 16 Winkelpaare erörtert. 



Schon die Zusammenstellung dieser wenigen Bearbeitungen 
der Winkellehre hat gezeigt, dafs die Behandlung eine mannig- 
faltige sein kann. Meine ursprüngliche Absicht, auch noch 
aus verschiedenen Lehrbüchern Zitate mitzuteilen, habe ich 
mich entschlossen aufzugeben; einerseits weil die Zitate doch 
nicht ganz vollständig gegeben werden können, trotzdem aber 
einen übermäfsigen Raum in Anspruch nehmen; dann, weil 
es sich hier nicht um eine prinzipielle Frage handelt, deren 
Erledigung die Wichtigkeit für sich in Anspruch nehmen 
kann, wie die Erörterung der Grundbegriffe. 

Erwähnen mochte ich noch als beachtenswert wegen 
origineller oder besonders ausführlicher Behandlung folgende 
Lehrbücher: 

J. Müller, Lehrbuch der elementaren Planimetrie. -— 
Bremen 1870. 

J. Helmes, Die Elementar-Mathematik. II. — Han- 
nover 1874. 
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Hub. Möller,Leitfadend.eb. Geometrie. I. — Leipzigl874. 

Kruse, Geometrie d. Ebene. — Berliu 1875. 

Henrici u. Treutleiu, Lehrbuch der Elementargeometrie. 
— Leipzig 1881. 

Schindler, Die Elemente der Planimetrie. — Berlin 1883. 

Rausenberger, Die Elementargeometrie etc. — Leipzig 
1887. 

Hiermit will ich das vorliegende Kapitel schliefsen, da 
§ 3, der drei oder mehr Winkel behandelt, von keiner be- 
sondern Bedeutung erscheint, teils aber auch darin Fragen zur 
Erledigung kommen, die an anderer Stelle erörtert werden 
können. Sie sollen daher im dritten Bande erledigt werden. 
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